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Den ersten Band einer Ingenieur -Mathematik in elementarer 
Behandlung^ deren Absichten in den Vorbemerkungen eingehender 
besprochen werden, übergebe ich hiermit den Fachmännern der Technik 
und der Mathematik als ein rein elementares Hülfsmittel für 
Berechnungen, wie sie die Theorie und die Praxis des Ingenieurfachg 
mit sich bringen. Es handelt sich darum, zu zeigen, dafs ein grofser 
Teil der Resultate, die im allgemeinen mit Hülfe höherer Rechnungs- 
arten abgeleitet werden, der elementaren Behandlung zugänglich ist, 
da es zahlreiche Methoden giebt, die Differentiationen und Integrationen 
zu umgehen. Ist dies in hinreichendem Mafse möglich, so kann der 
Studierende der technischen Hochschule schon im ersten Semester 
sich in die wichtigsten Begriffe der technischen Mechanik hinein- 
arbeiten und mit ihnen rechnen, ehe er die Integralrechnung absolviert 
hat. Der Lehrer der mittleren und höheren Fachschule aber 
hat nicht nötig, den Schülern unbewiesene Formeln zu übergeben 
und ihnen zu versichern, dafs man diese mit Hülfe der höheren 
Analysis beweisen könne. Er ist in der Lage, die Resultate verhältnis- 
mäfsig einfach abzuleiten oder, wenn die Zeit der Schule nicht aus- 
reicht, den fähigeren Schüler darauf hinzuweisen, wie er sich durch 
häusliches Studium zum Herren des Gegenstandes machen kann. 

Aber nicht nur für die Schule, sondern auch für die zahlreichen 
praktischen Ingenieure, die sich der höheren Analysis nicht mehr 
bedienen wollen oder können, ist eine handliche Zusammenstellung 
der Methoden, die zum Ziele führen, ein wirkliches Bedürfiiis. Gerade 
aus ihren^ Kreisen traten im Laufe der Jahre zahlreiche Anfragen an 
mich heran, die ich im Interesse der Schule mit besonderer Vorliebe 
bearbeitete. Fragte ich dabei an, ob man eine analytische oder eine 
elementare Lösung wünschte, so wurde ausnahmslos die letztere 
^ erbeten. 

fH Diesen Anregungen aus den Kreisen der Praktiker verdanke ich 

^ 68 in erster Linie, auf diejenigen Punkte aufinerksam geworden zu 
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sein, wo die gdiräuelilii^hen Elementarmethoden nicht aiisreicbtoTi und 
neue Wege und Gedankenverbindungen wünachenBwert erschienen. 
Bisweilen liel'sen sich gewisBennafseu Brücken schlagen, die Bcheinliar 
vertu ndungaluse Gebiete einander näher brachten. 

So eammelte sich allmählich reiches Uaterial an, welches mir 
aus einem besonderen Oninde der Zusammenatellung wert erst^bien. 
Die technischen Lehrbücher nämlich schleppen zum Teil eine 
grofse Menge mathematischen Ballastes mit sich, der in »iemlicb 
oberflächlicher Weise behnndelt werden mtü's, wenn das eigentlich 
Technische nicht allzustark in den Hintergrund gedrängt werden soll. 
Vielleicht ist manchem Verfasser damit gedient, wenn er sich um die 
mathematischen Herleitungen nicht zu bekümmern braucht, sondern 
auf ein Elementarwerk verweisen kann, welches solche enthült. 

Die betreffenden Methoden werden auch für die Lehrer der 
Mathematik vim Interesse sein, da die hier durchgerechneten Bei- 
spiele eine reiche Fülle von Übungsstoff filr gewisse Schulgebiete 
enthalten. Mancher dürfte überrascht darüber sein, wie weit man 
ohne höhere HUlfsmittel vorzudringen imstande ist. 

Meines Wissens handelt es sich bei dem Buche um einen ersten 
Versuch dieser Art. Ob er geglückt ist oder nicht, darüber mögen 
andere urteilen. Nnr verlange man keine lückenlose Systematik. 
Es handelt sich darum, möglichst schnell in medias res /,ii 
führen und praktisch Verwertbares za bringen. Um aber die 
Verwertbarkeit nachzuweisen, wurden aus allen möglichen Gebieten 
der technischen Mechanik Übungsbeispiele eingeÜochten. Anhangs- 
weise gebe ich auch ein ausführlicheres Beispiel praktischer Ver- 
wendung in der graphisch und rechnerisch behandelten Schwuugrad- 
theorie, die schon verhältnismäfsig früh durchgenommen werden kann 
und sehr instruktive Ani'gaben darbietet. Diese zeigen dem .\nrangpr, 
was man schon mit den wenigen Grundbegriffen leisten kann. 

Einige andere von mir in der Zeitschrift deutscher Inge- 
nieure veröffentlichte Aufgaben habe ich gleichfalls eingeschaltet, 
weil die Jahrbücher über die Fortschritte der Mathematik 
und Über die der Physik auf die eigenartigen Lösungen besonders 
hingewiesen haben. Es handelt sich dabei um gewisse Probleme des 
Rollens und Gleitens auf mdiiefer Ebene, bei denen Betrachtungen 
über die Fadenspannung zum Ziele führten. Auf diesem Gebiete sin«! 
noch in letzter Zeit irrtümliche Itesitltate veröffentlicht worden, die 
dem Gesetze der Erhaltung der Arbeit nicht entsprachen und so ohne 
weiten-!' al.* falsch erkannt werden konnten. Die Anwendbarkeit 
einiger (iogt^nstüiide dieses Bandes wird sich erst im zwoiteu ergeben. 
Dieser wird unter anderem eine elementare Poteutinltheoric enthalten 
und sogar in di<' stationären Eluktricitäts- und WärmestrPmungen 
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in einfachster Weise einführen, denn der Übergang zum logarith- 
mischen Potential läfst sich elementar bewerkstelligen. 

Eine Zusammenstellung gewisser Methoden, die von Nehls, 
Mohr, Land, Reye und Culmann herrühren, dürfte manchem 
Techniker auch willkommen sein. Diese Dinge sind zum Teil nur in 
verschiedenen Zeitschriften zerstreut aufzufinden, was ihre allgemeinere 
Verbreitung gehemmt hat. 

Hinsichtlich der Figuren bin ich wiederum meinem Kollegen 
Herrn Oberlehrer und Ingenieur Kurt Zimmermann zu Dank ver- 
pflichtet. Fast sämtliche hat er auf Grund meiner flüchtigen Skizzen 
exakt ausgeführt und so die Fertigstellung des Werkes binnen Jahres- 
frist ermöglicht. Aber auch der Verlagsbuchhandlung mufs ich 
ftir die Liberalität, mit der sie auf die reiche Ausstattung des Buches 
mit Figuren eingegangen ist, den verbindlichsten Dank aussprechen. 

Möge denn dieser erste Band der Ingenieur -Mathematik seinem 
Zwecke dienen und besonders mit dazu beitragen, der deutschen 
Industrie leistungsfähige Techniker heranzuziehen, die unser Vaterland 
in dem Kampfe ums Dasein nicht mehr entbehren kann. 



Hagen i/W., im Dezember 1896. 



Prof. Dr. Holzmilller. 
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Vorbemerkungen. 



Unter Ingenieur-Mathematik versteht man den Libegriff der- 
[ jraigen mathematischen Wahrheiten, Konstrukttons- und Berechnungü- 
methodeii, die der Techniker und Konstrukteur beherrschen mufe, 
wenn er in der Lage sein will, die ihm in der Praxis entgegen- 
tretenden Aufgaben zu lösen. Dazu gehört allerdings auch die Be- 
herrschung der Elemente der Arithmetik, Planimetrie, Trigonometrie 
und Stereometrie, wie sie auf den höheren Schulen erreicht werden 
soll. Diese Elemente aber werden hier als bekannt vorausgesetzt 
' und nicht der Behandlung unterworfen. Auch über die darstellende 
[ üeometrie soll hier nicht gesprochen werden, da für dieses Gebiet 
t vortreffliche Lehrbücher vorhanden sind. Durch diese Bemerkungen 
I wird gewissermaTseu die untere Grenze für das im vorliegenden Werke 
I Beabsichtigte festgestellt. 

Soll es sich nun um eiue elementare Darstellung der Ligenieur- 
Matheinatik handeln, so sind höhere Rechnungsarten, in erster Linie 
die Differential- und Integral-Rechnung, auszusehliefsen. Die 
Ansichten über die Möglichkeit dieser Auaschliefsung sind sehr ver- 
schiedener Art. 

Einerseits wird behauptet, alle Versuche, ohne jene Rechnungs- 
arten auszukommen, seien als gescheitert zu betrachten. Auch 
Weisbach hätte es ursprünglich versucht, mit elementaren Hflifs- 
I mitteln »ein Ziel zu erreichen, er wäre aber in den späteren Auflagen 
^seiner Lehrbücher wieder zur Benutzung der höheren Analysis über- 
igen. Erst kürzlich hat in einer Ingenieurversammlung ein her- 
Torragender Lehrer einer technischen Hochschule irrtümlicher Weise 
behauptet, ohne Integralrechnung könnte man keine Trägheitsmomente 
I ermitteln! Auch wird gesagt, jeder Versuch jener Art sei eine Rück- 
^lehr au den Zeiten vor Leibnitz und Newton, 

Andrerseits wird Gegenteiliges behauptet So halten hervor- 
Ingeniic (Jrapbostatiker, wie Oulmann, die Lehren der neuereu 
Iticometrie für weif wichtiger, für ein weit wesentlicheres Fundament 
ld«r ingcnieurwissenschaften, als es jene höhere Analysis sein soll. 

Niemand aber wird leugnen, dals der bei weitem gröfstr 

Teil der auf techuincbcu Hochschulen vorgebildeteii Civil- 

nicure die Lehren der höhereu AualyaiB iu der Praxis 
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nirht benutzt uud alles Wesentliche davou aus dem 60- 
clachtois sehwinden läfst. Und dies ist einer der Grönde, dit' 
Herrn Professor Riedlor von der technischen Hochschule zu Char- 
lottenbiirg veranlaTst haben, in seinen bedeutungsvollen Vorträgen 
und Aufsätzen zur Reform der Ingenieur-Erziehung den Wunsch aus- 
zusprechen, die Hochschule möchte ihren Lehrgang in zwei Teile scheiden, 
einen mehr elementaren, mehr für die grofse Menge der künftigen Prak- 
tiker bestimmten, und einen darauf folgenden mit den Hülfsmitteln der 
höheren Analysis arbeitenden für die Elite derer, die befähigt sind, 
bis zu den Grenzen der t^hnischen Wissenschaft vorzuschreiten und 
die Traditionen der Hochschule der Zukunft zu übermitteln. 

Sind diese tteformwansche berechtigt, so tritt die Not- 
wendigkeit an uns heran, elementare Darstellungen deij 
Ingenieur-Mathematik zu schaffen. fl 

Wünschenswert waren solche schon seit langer Zeit, besondeRt^ 
fUr den (iehrauch der Lehrer an technischen Fachschulen, deren 
Aufgabe es ist, die Errungenschaften der Ingenieur Wissenschaft den 
Schillern in elementarer Form zu übermitteln. Kenueu sie nur die 
analytische Bohnn dl uugs weise, so wird der Unterricht sehr kümmer- 
liche Resultat« zeitigen. Auf der niederen Fachschule mag es zulässig 
sein, die Trägheitsmomente uud Widerstandsmomente ohne Beweis 
anzugeben, auf der mittleren Fachschule aber sollte keine Formel un- 
bewiesen Öbenuittelt werden. Dafs es einfache Beweise giebt, wird 
auch das vorliegende Buch zeigen. 

Wünschenswert, aber ist ein Elementarbuch der technischen 
Mathematik auch für jeden Praktiker, der nur elementar rechnen will, 
möge er nun auf der Hochschule, oder nur auf der Fachschule vor- 
gebildet worden sein. Und warum soll der Studierende der Hoch- 1 
schule über die wichtigsten Begriffe der Technik erst informiert werdei]| I 
nachdem er die Differential- und Integralrechnung absolviert hat? ^ 

Somit hat der Verfasser keinen Änlafs, einen neuen Versuch 
elementarer Darstellung zu scheuen. 

Äher nicht nur die Differential- und Integralrechnung, sondern 
auch die neuere Funkt ionentheorie und die Zahlentbeorie 
sind auszuschliefsen , wenn der elementare Charakter der Darstellung 
nicht aufgegeben werden soll. 

Es sei ausdrücklich erklärt, dafs durch diese Ausschliefsung dar j 
hohe Wert der analytiKchen Durstellungsmetbode in keiner Weiofta 
herabgesetzt werden soll. Es sei zugestanden, SaTs die Sprache derl 
höheren Analyi«i>i eine kürzere Ausdrucksweise ermöglicht, dal's ihr« ' 
Strenge hoch über der einer elemcutari-n Behandlung steht, und vor 
allem, dafs sie weit Icistungslühiger ist, als diese. 

Aber „Eines schickt sich nicht für alto^. Und wie rii'lo Praktiker . 
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teren wohl die Festigkeitslelire nach Grashoff oder Clebßch? 
Die Zahl dürfte emi> nehr geringe sein. 

Eine 4rt von Grenzgebiet zwischen der niederen und höhereu 
Mathematik bildet die Koordinatenlebre, die man in wenig 
treffender Weise als analytische Geometrie bezeichnet, obwohl sie 
sowohl analytisch, aU auch synthetisch behandelt werden kann und 
in der Kegel nach letzterer Methode behandelt wird. Vollständig 
kSonen die Cartesischen Koordinaten hier nicht entbehrt werden, 
aber es soll von diesem Gebiete nicht mehr vorausgesetzt werden, 
als z. B. jeder Gymnasialprimaaer weifs. Dasselbe gilt von den Polar- 
koordiuaten. 

Damit ist denn auch die Grenze nach oben hin fiir das vor- 
liegende Lehrbuch festgesetzt.. 

Es fragt sich nun, mit welchen Gegenständen sich die Ingenieur- 
Mathematik zu befassen hat. 

In erster Linie handelt es sich um die Inhaltsbestimmung der- 
jenigen Flächen, die als Querschnittsformen, als Geschwindig- 
keitsdiagramme, Druckdiagramme, Potentialdiagramme, 
Ärbeitsdiagramme und dgl. dem Techniker täglich vor die Augen 
kommen. Es handelt sich femer um die Bestimmung der statischen 
Momente, der Schwerpunktslagen, der axialen und polaren 
Trägheitsmomente und der Ceutrifugalmomente Jener Quer- 
schnittsformen. 

Es könnte eingewandt werden, daXs diese Dinge in die Mechanik 
gehörten. Dies ist durchaus nicht ohne weiteres /.uzugeben. Die 
bnrycentrischen Berechnungen sind seit Guldin und Möbius 
eine Domäne der Mathematik geworden. Drehungskörper, Schrauben- 
gewinde, abgeschrägte Cylinder und Prismen u. dgl. werden mit Hülfe 
[ des Schwerpunktes berechnet, der als Punkt mittleren Abstandes von 
I jeder beliebigen Ebene nicht mechanisch, sondern rein mathematisch 
[ definiert werden kann. Körperschwerpunkte aber werdeu in vielen Fällen 
I mit Hälfe der Trägheitsmomente berechnet. Sowohl die statischen 
Momente, als auch die Trägheitsmomente und Ceutrifugalmomente lassen 
I itich durch Flächen- und Körperdiagramme veranschaulichen, so dal's 
I die LÖsui^en in das Gebiet der Planimetrie oder Stereometrie verlegt 
I werden. Eine grofse Anzahl von Sätzen der Raumlehre kann man 
■ mit Hülfe der Schwerpimkte, der statischen Momente u. dgl. kürzer 
r beweiiten als auf jede andere Art. Die Franzosen besitzen schon 
längst eine „Geometrie des mossea". 

Gerade der Umstand, dofs jene Trägheitsmomente nicht nur für 
I die Festigkeitslehre, sondern auch für die Lehre vom Angriifs- 
1 punkte und von der Gröi'se der Centrifitgalkraft, tllr die 
I Theorie des seitlichen Wasserdrucks, für die Lehre von der 
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Drehungsenergie, fflr die Lehre vom excent.rischen StofHl 
vom Peude! u. dgl. von Wichtigkeit sind iind dal's aie auch in re! 
mathemati acher Hinsicht — sogar ffir die Reihenlehrel — »ielft 
verwendet werden können, ist ein Beweis dafür, dafa es sich ' 
einen rein mathomati sehen Begriff handelt, der von der speziell^ 
mechanischen Deutung ganz unabhängig dasteht. 

Ist dies der Fall, so dflrft« es vorzuziehen sein, den Lehrer dfl| 
Mechanik, der Festigkeitslehre u. s. w. dadurch zu entlasten, ■ 
solche Begi'iffe in den mathematischen Lehrstunden zur Behandlm 
kommen. Der eine Vorteil würde darin liegen, dafe der technische 
Fachlehrer sich dann eingehender mit praktisch wertvollen Dingen 
beschäftigen könnte, der andere darin, dafs der mathematische Unter- 
richt ein mehr technisches Gewand annehmen und diejenigen Diuge 
ausscheiden würde, die mit der Technik nichts zu thun haben. Die 
Mathematik soll eben auf der Fachschule nicht um ihrer selbst willen 
studiert werden, sondern nur als Hülfawiasenschaft auftreten. Geschieht 
dies, so wird gewissormafsen wirtschaftlicher gearbeitet. Auch darauf 
Bei hingedeutet, dafs die Lehrbücher der Festigkeitslehre luid der 
Mechanik in der Regel allzu umfangreich sind, und zwar deshalb, 
weil jedes eine grofse Menge mathematischen Ballastes mit aich 
schleppt, der besser in mathematischen Lehrbüchern bearbeitet würde. 

Ein zweiter Punkt ist die Behandlung der für die Technik 
wichtigsten Körper bezüglich des Inhalts, der statischen Momente 
und Schwerpuoktslagen, der Trägheits- und Ceiitrifugal- 
momente und was mit diesen zusammenhängt. 

Alle diese Dinge können nach rechnender und graphischer 
Methode behandelt werden. Da bald der eine, bald der andere 
W^ der bessere ist, sollen hier beide Methoden berßckaichtigt werden. 
Da ferner jede von beiden sehr verschieden artiger Behandlung fähig 
ist und eine Methodenlehre der technischen Mathematik noch nicht 
geschrieben vorliegt, so soll jener Mannigfaltigkeit hier Rechnui 
getragen werden. 

Die bis hierher genannten Gegenstände sind es, die den ] 
des ersten Bandes ausmachen. 

Der zweite Band soll vor allem eine technische Kurvenletu 
in elementarer Darst«Ilung bringen. Die Zahnradkonstruktionen 1 
taugeu die Kenntnis der Evoluten und Evolventen, der cykliachfl 
Kurven aller Art. Die Festigkeit.slehre beansprucht Kenntuis 
wichtigsten elastischen Linien, auch gewisser Spiralen. Die t 
bauschen Expansiousdiagramme werden durch Parabeln höhe 
Ordnuug begrenzt, die mau nicht gerade treffend alH poly triipiscfl 
Curven bezeichnet hat lu der graphiMdii^n Statik gewinnen 
Leiiiulsk»t<'u und llii.s»i iiis.-h>'ii Kiirv.a. v<-r»<-hi>Mli-ni>r Ord 
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nung von Jahr zu Jahr au Bedeutimg. Auch gewisse ElasHsitats- 
Iiruhleiiio und die Griuidwassertheorie von Forchheimer maohen 
I ihn- Kenntnis micaitbehrlich. Die Kettenlinie beansprucht Vor- 
kenntnisse über die logarithmischen Kurven, die in wichtigem 
Zusammenhange mit den logarithmischen Spiralen stehen. (Vou 
1 den Kegelschnitten soll hier nicht besonders gesprochen werden.) 

ächon der erste Band kann nicht umhin, einige Eigenschaften 
dieser Kurven elementar zu entwickeln. Es zeigt sich eben überall 
ihre Unontbehrlichkeit, die noch stärker hervortritt, wemi man auch 
die Phoronomie (Kinematik) in den Bereich der Untersuehiingen 
ziehen will. 

Vor allen Dingen fordert die Elektrotechnik eine elementare 
I Behandlung der Potcntialtheorie, die ebenfalls im zweiten Baude 
I in Angriff genommen werden snil. In welchem Umfange dies ge- 
I schehen wird, mag sich bei seinem Erscheinen zeigen. Jedenfalls 
' soll von einem Rückschritt zu den Zeiten vor Leibnitz und Newton 
nicht die Rede sein. 

Bisweilen wird der Kürze halber auf folgende Lehrbücher des 
Verfassers verwiesen werden: 

1| Methodisches Lehrbuch der Elementarmathematik, 
I a Bände. 

I 2) Einführung in die Theorie der isogonalen Vorwandt- 

I ««haften und der konformen Abbildungen. 
I Beide sind in dem Verlage von B. G. Teubner in Leipzig er- 

[ schienen. 

I Dagegen soll auf die in mehreren Zeitschriften zerstreuten Ab- 

I handlungen des Verfassers im allgemeinen nicht hingewiesen werden, da 
I diese doch nur wenigen Technikern vollständig zugänglich sein würden. 
I An jeder Stelle soll durch eingestreute Bemerkungen und zweck- 

f mäfsige Beispiele gezeigt werden, inwiefern jeder neue Begriff und 
[jede neue Methode für den Schiller ein wahrer Hobel zur Bewältigung 
V neuer Aufgaben wird. Die entsprechenden Theorien der Mechanik 
I werden selbstverständlich an aolchen Stellen nicht entwickelt, da dies 
dem Fachunterrichte aberlassen bleiben mufs. Der Schüler soll nur 
I erfahren, nach welcher Richtung hiu die Aufgaben li^en, au denen 
er seine Krälte versuchen kann und soll. 

Dun'h die vorstehenden Bemerkungen und durch das Inhalts- 
»eizeichnis wird die Absicht des Werkes einigermafsen klar gelegt 
I sein. Nur noch ein Punkt soll bemerkt werden: dafs von sjste- 
L matiscber Anordnung und Lückenlosigkeit hier vollständig abzusehen 
I ist Während die theoretische Wissenschaft der Reihe nach von 
I Pnnktou und Punktsystemen, Linien und Liuiensjstemen, Flächen 
I und Flächensystemen und endlich von den Körpern zu handeln hat. 
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hmiicht der Techniker nn wesentlichen nur die Flächen und Körpj 
In der Regel wird immer dasjenige vorangestellt, was das Nl 
wendigste ist, im fibrigen der Fortschritt vom Leichteren 
Schwereren eingehalt-en. Wem ein Kapit«! ku weit zu gehen schi 
der ßberschlage es. Im allgemeinen sind die einzelnen Abachnittfl 
selbständig behandelt, dass ein Zurückgreifen auf das Überschlageue 
selten nötig werden wird. Um dies zu erreichen, waren einige Wie( 
holungen unvermeidlich, sie werden aber das Studium erleichtern. 

Die fUnf ersten Abschnitte enthalten im wesentlichen den Lehr- 
gang, den der Verfasser seit längeren Jahren an der von ihm ge- 
leiteten Fjichschule eingehalten hat. Wissenschaftlich Neues wird 
man dort nicht erwarten, nur die methodische Behandlung und 
ausgiebige Verwendung rler georaetriaehen und aterenmetrischen Vi 
anschaulichung mag hier und dort einiges Neue bieten. Dort 
man im wesentlicheu auf dem Boden von Hujghens und Euli 
Man kann mit den bis dabin angewandten elementaren HülfamJI 
schon ziemlich weit vordringen. 

Im sechsten Abschnitte wird der Versuch gemacht, die sogenann) 
lemniskatische Abbildung in elementarer Weise und imter Aus- 
scheidung des Imaginären zu entwickeln und für die Theorie der 
Polarmomente erster und zweiter Ordnung zu verwenden. Den ersten 
Anstofs dazu hat Siebeck im zehnten Bande der Zeitschrift für 
Mathematik und Physik, Seite HO, gegeben. In der „Theorie der iso- 
gonalen Verwandtschaften" hat auch der Verfasser auf diesen Punkt 
aufmerksam gemacht. Da aber von technischer Seite auf diese An- 
regungen nicht eingegangen zu sein scheint, sind hier mehrere Bei- 
spiele ausgeführt worden, aus denen sich die Fruchtbarkeit dieses 
Gedankens ergiebt. Einige Andeutungen über andere Transformationen, 
die für die technische Wissenschaft verwendbar sind, werden nicht 
unwillkommen sein. 

Der siebente Abschnitt bringt eine Zusammenstellung 
graphischen Methoden im Anschlufs an Culmanu, Muhr, Li 
Heye und Nehls. In dieser Hinsicht hat i»chon Herr Oberlel 
Kosch im Programm der Ober-Realschule zu Breslau vom Jahre 1895 
eine wertvolle Znsammenstellung imd Bearbeitung geliefert, auf die 
an dieser Stelle empfehlend aufinerksam gemacht sei. Einiges davon 
konnte hier benutzt werden. 

Was die Üb ungs bei spiele anbetriift, so entstammen diese sämtlich 
dem XJnterrichtshetriebe des Verfassers, wobei jedoch nicht aus- 
geschlossen ist, dals einige wenige Zahlenangaben hervorragenderen Lehr- 
bQchem, z. B. dem Konstrukteur von Keuloaus, eutnorumeu wurden. 

Die deutsche Litteratur über das im ersten Bande behandeil 
Wissensgebiet war dem Veriasser fast vollständig Ku^nglich. Dag< 
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war es ihm versagt, sieh iiber die Furtschrltte der französischen und 
englicheii Forschung eingehend genug zu informieren, ohwohl ihm 
bekannt ist, dafa z. B. Townsend und namentlich auch Häton de 
In Goupilliere urfulgreich gearbeitet haben. Um jedoch die Arbeiten 
möglichst vollständig bekannt zu geben, sei die einfichlagcndc Litte- 
rßtur hier zusammengestellt. 

Zunächst haben wir Werke über Mechanik von Euler, Poisson, 
Poinsot, Poncelet, Navier, Coriolis, Wbewell, Moaely, Kedtonhacher 
lR«Bult»t©), Weisbach, Eytelwein, Gerstuer, Duhamel, Broch, Delaunay, 
Rankine, Somoff, Schlömileb, Schell, Culmann (graph. Statik), die 
siimtlicii auf die Trägheitsmomente eingehen. Bahnbrechend war 
Poinsot: Theorie nouvelle de la rotatiou des corps, Liouvilles Joum. de 
Math. XVI, WD auf Seite öS das erste Centralellipsoid eingeführt wird. 
Das zweite Trägheitsellipsoid wird eingefiihrt vonClehsch im.'iT. Bande 
des Crell. Journals, Seite 401, und darauf von Culmann verwertet. 

Deutsche Abhandlungen über die Trägheitsmomente sind 
folgende: 

Küpper: Theorie der Trägheitsmomente, Zeitschrift für Mathe- 
matik und Physik II, Seite 73 und Seite 338. 

Iteye: Beitrag zu der Lehre von den Trägheitsmomenten. Eben- 
da X, Seite 432. 

Siebeek: Über eine allgemeine Darstellung der Trägheitsmomente 
ebener Figuren durch Zeichnung. Ebenda X, Seite 80 und 81. (Im 
Resultate mufs dort der Faktor 4 an Stelle von 2 treten!) 

Mehmke: Einfache Darstellung des Trägheitsmomentes von 
Körpern. Ebenda XXIX, 6. 

Reye: Einfache Darstellung der Trägheitsmoment« ebener Figuren. 
Zeitschrift d. V. Deutscher Ingenieure XIX, Seite 401. 

Mohr: Über die Bestimmimg und die graphische Darstellung von 
Trägheitsmomenten ebener Flächen. Civil -Ingenieur XXIIl, Heft 1. 

Land: Über die Berechnung imd bildliehe Darstellung von Träg- 
heits- und Centrifugalmomenten ebener Masseniiguren. Ebenda XXXIV, 
Heft 2. 

Hesse: Analytische Geometrie des Raumes. Vorlesung 25 und 26. 
Imagiuäres Bild des Systems. 

Weinmeister: Elementar-mathematische Bestimmung der Trag- 
heilsmomente ebener homogener Flächenstücke. Zettschrift für physi- 
'JnUscben und chemischen Unterricht IV, Heft 6. 

Holzmilller: Mechanisch-technische Plaudereien. Zeitachrifl des 
;Tereins Deutscher lugemeure, seit 1889. 

Zehme: Gewerheschulprogramm, Hagen, 1858. Über elementare 
itimmung der Trägheitsmomente. 

Schlömilch: Über die Bestimmung der Massen und Trägheits- 
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moineiit« symmetriBcher Rotationskörper vou imgleicliförmiger Diel 
keit. Abhandlungen der mathematiHch-physiBchen Klasse der 
sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften 11, Seite 377. 

Bantlin: Elementare Ableitung der Trägheitsmomente, Zeite 
(I. V. Deutscher Ingenieure Bd. 40, Seite 950 und 1054. 

Französische Abhandlungen: 

Binet; Memoire sur la thöorie des axes coDJugues et des momtfj 
d'iuertie. Journal de l'Ecole polytochnique XVI, Seite 127. 

Gtiilbert: Note sur les axes principau^t des corps. EbendaS 

llätou de la Goupilliere: Memoire sur trne throne i 
de la geonietrie des raasaes. Ebenda XXXVll. 

Somoft: Memoire sur les axes et les moments principaux ( 
corps homogenes. Bull, de la cl. phys. math. de TAcod^mie j 
St. P^tersbourg XH, pag. 12 und 17. 

Englische Abhandlungen: 

W. Thomson: On the priucipal axes of a solid body. Cam- 
bridge and Dublin Math, Journal I, pag. 127, 105, and Cayley: 
Note on a geometrical theoremo contained in the prec. paper. 
Vol. I, 207. 

R. Towuaeud: On the principal axes of a body, their moment 
of inertia and distribntion in space. Ebenda 1, pag. '2*^2; II, pag. 19, 
140, 241. 

R. Townsend: On the moment of incrti« of a ring with respect 
to its axie of revolntion. Ebenda X, pag. 203. 

Routh: Elemeutary treatiae ou the dynamic« of a System of 
rigid bodiea. 3. Edit. London, 1!^77. 

Rankine: A manual of applied mecbotiics, 3. Edit., png. 522. 
Dort wird der Name Deviationsmoment eingeführt. 

Die Litt€ratur Über den Qegenstaiid ist also eine sehr umfang- 
reiche, aber nur wenige der genannten Werke stehen auf elementarer 
Unmdlage. Möge das Bestreben des Verfassers, möglichnt vielu 
der Errungenschaften der Ingenieurwissenschaft der ele- 
mentaren Behandlung zugänglich zu machen, einigermalaeu 
gelungen sein, obwohl bei dieser BebaudlungM weise mancherlei 
Schwierigkeiten zu aberwinden waren und mancher Weg mflhsam 
aufgedeckt werden muTste. Möge femer das vorliegtiude Buch den 
Studierenden des ersten Semesters zur schnelleren Kinfilhrung in die 
weseiitlic beten mathematischen Begriffe der Ingenieurwisseuscbaft 
dienen, dem Fnchschullehrer ein brauchbares Hillfsmittet filr die ele- 
mentare Unterrichtsmethode sein und dem praktischen KouHtniktt 
der nicht mit den Methoden der hölioren AÜalysis arlieiteu will i 
kann, zeigen, dafs sich doch ein recht groEser Teil der wichtig 
Resultate in einfacher Weise nbleiten löTst. 



Abschnitt I. 

Schwerpunktsbestimmungen ffir ebene Flächen. 



1) In der technischen Festigkeitslehre sind die Querschnitte von 
Tragem auf die Lage ihrer Biegungsachsen zu untersuchen. Diese 
Achsen gehen stets durch den Schwerpunkt der Fläche, und auf sie 
werden die Trägheitsmomente und Widerstandsmomente bezogen. Auch 
för Untersuchungen aus dem Gebiete der Centrifugalkraft und eine 
Reihe anderer Gegenstände der Mechanik ist die Kenntnis der Flächen- 
schwerpunkte nötig. Die Bestimmung ihrer Lage kann auf ver- 
schiedene Weise erfolgen. 

Man kann z. B. folgenden Satz der Mechanik benutzen: Die 
Summe der statischen Momente der einzelnen Flächenteile 
ist gleich dem statischen Mo- 
mente der Gesamtfläche. 

In Fig. 1 seien OA und OB belie- 
big gewählte Koordinatenachsen. Man 
zerlege die gegebene Fläche in lauter 
senkrechte Streifen f. Die Entfernung 
jedes unendlich schmal zu denkenden 
Streifens von der y- Achse OB sei 
gleich Xj so dafs fx das statische 
Moment des Streifens in Bezug auf 
die F- Achse ist. Das gesamte sta- 
tische Moment der Fläche ist also 
eine Summe solcher Ausdrücke fx^ die mit ^ fx bezeichnet werden 

soll. Ist nun S der Schwerpunkt der Fläche F und x^ sein Abstand 
von der Achse 0J5, so ist das statische Moment der Fläche auch 
gleich x^Fy so dafs 



B 


Fig. 1. 
X [ i 


.s 1 




VI 









A 



x.F=yf 



^' 



x 



ist. Daraus folgt als Schwerpunktsabstand 



a;,= 



F 
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Abschnitt I. 



Bezeichnet man das Moment in Bezug auf die F- Achse mit M^y 
das in Bezug auf die X-Achse genommene, welches mit Hülfe von 
Horizontalstreifen berechnet wird, mit Jf,, so hat man die Gleichungen 



a:, == 



F ' 



y* = 



F 



die zur Bestimmung des Schwerpunkts genügen. 

Bemerkung. Verschiebt man die F- Achse um — e, so geht ^^ fx 

über in ^f(x + e) =^fx +^fe=^fx + eF, d. h. das sta- 
tische Moment der Fläche wächst um eF. Davon kann man bisweilen 
Anwendung machen. 

2) Ist der Schwerpunkt einzelner Flächentheile durch Symmetrie- 
verhältnisse ohne weiteres bestimmt, so treten Vereinfachungen ein. 
BeispieL Für den T-Träger kann die Bestimmung folgender- 
malsen geschehen. 

In Bezug auf die Grundlinie 6^ ist in 
Fig. 2 die Summe der statischen Momente 
der Einzelrechtecke F^ und F^ gleich dem 
Momente der Gesamtfläche JP, also ist 

KF=e,F, + e,F,, 
wo 

ist. Man erhält 

so dals 

b^hl + 6,Äg (2Ä, + Ä,) 



Flg. 2. 




h.= 



2(6,Ä.+6A) 



ist. Dafs der Schwerpunkt in der Sjmmetrieaclise liegt, ist selbst- 
verständlich. 

3) Für das in Fig. 3 dargestellte Winkeleisen ist ebenso 

Für X, erhält man auf entsprechendem Wege 

6jÄi + b\h^ 



X, 



2(6A +6,*,) 



SchwerpunktsbesUmmungen fjlr ebene Flächen. 11 

Findet wie in Fig. 4 Symmetrie g^^n die Gerade AB statt, ao 
braucht man nur x, zu berechnen. Dabei ist BS ^ x, y3. Ein- 





facher ergiebt sich jetzt h, auf folgendem Wege: Eb handelt sich um 
die Differenz zweier Quadrate, ao dafa man direkt aehreiben kann 



h. = - 



' 3 (6» - b») 

oder auch, iadem man oben und unten durch b — &, dividiert, 
ö* + bb^ + 6| 

wobei b 




In entsprechender Weise ergiebt sich fOr Fig. 5 unter Benutzung 
der Grundlinie ala Achse der Momente die Schwerpunktshöbe 

6,Aj + &,», (2*1 + Ä») + 6,Ä3 (SA, + 2Ä, + Aj) 



AbBchnitt I. 
Für das C-Eisen (lies U-Eisen) wird (Fig. 6) 



2Äj6* + \bl 



^' 2Ä, 6 + ft, 6, 2 {2Ä, & + Ä, 6,) 

4) Trapez. Für das Parallelogramm ist das statische Moment 

in Bezug auf die Grundfläche gleich -^ , für das Dreieck, dessen 

^. ^ Schwerpunkt in der Höhe ~ h liegt, ist das 




k^-t,), 



dus Gesamtmoment also 
3 b^h* + 2ft'(h, — /,,) 



(6, +26,). 
Die Schwerpunktshöhe wird daher 

"{6. + 2b,) 



». = -■ 



= 3(6, +&,)"' 



Der Schwerpunkt liegt stets auf der einen Mittellinie des Trapezes, 
mag es symmetrisch oder unsymmetrisch sein. 

Für den nebenstehenden Querschnitt wird 







äJ {b^ +2 6,) + (2A, + Aj) 3 ft,A, 
ä[(67+^ft7+26rVI~~' 

5) In einzelnen Fällen benutzt man die 
Guldinsche Begel für Drehungskörper, die 
sich folgendermafeen entwickeln läTst: 

Dreht man das Rechteck ABCD in Fig. 9 
um eine zu AD parallele Achse KL, so entsteht ein Hohlcylinder 
vom Inhalte 

Jm= X (r* — rj) Ä = « (r + rj (r — r J A = 2«^^^ bh = 2itifF, 

wo F die Reohtecksääche und (i ihr Schwerpunktsabstand Ton der 
Achse ist. 



SchwerpunkUbeatinimnngen fHr ebene Fliehen. 

Besteht eine Fläche aua mehreren Rechtecken von solcher Li 
deren Flächen F^, F^, F^ u. s. w., deren Schwerpunktsabatande 
Qf, 9, u. 8. w. sind, so hat der ganze Drehungakörper den Inhalt 

J= 2p,«j; + 2ft«fi + 2f,«F, + ■ ■ -, H, s 

oder 

J= 2«[f,F, + ft Ji + 9,F, + ■■■]. 

Ist nun f =. i^i + F, + i^; H die Ge- 
samtfläche und Q ihr Schwerpimktsabstand 
von der Achse, so ist nach dem Gesetz der 
statischen Momente 



fF-(f,F, + i,,F, + i,,F, + --, 
demnach ist der Inhalt des Drehungskörpers 

J^ 2f3ri^^ Schwerpunktsweg mal Fläche. 

Da nun jede ebene Fläche mit Recht- ^,, ,„ 

ecken, die man zuletzt kleiner und kleiner 
zu nehmen hat, mit beliebiger Genauigkeit 
Tollatändig ausgefüllt werden kann, so gilt 
die Formel überhaupt von jeder ebenen 
Fläche, die um eine sie nicht schneidende 
Achse ihrer Ebene rotiert. Der eigentliche 
Grund des Satzes beruht darin, daTs S als 
Punkt mittleren Abstandes von der Achse 
KL den mittleren Drebungsweg zurücklegt, 
so dafs der Körperiabalt ist: bewegte Fläche 
m^ mittlerer Drehungsweg. 

Kennt man nun den Flächeninhalt F 
und den Inhalt J des durch die Drehung entstehenden Körpers, : 
ergiebi sich der eine Schwerpunktaabstand ab 




p = 



2kF 



6) Halbkreisfläche. Durch Drehung um j4J? würde 
eine Kugel vom Inhalte \r^x entstehen, die Fläche ist: 
F ™ -j- , der Schwerpunktssbstand wird 




AbRchuitt I. 
Halber Kreisring. Die entsprechende Betrachtung giebt 



Man könnte noch oben und unten durch r — r, 
dividieren, was auf 




fQbren würde. 



3«(r+r,) 



7) Kreis-Segment vom Radius rund der Sehne s. 

Durch Drehung um den Durchmesser ÄS, der zur Sehne parallel 

anzunehmen ist, entsteht ein Körper, dessen Inhalt gleich dem einer 

Kugel mit dem Radius CD = -^ ist. Die Formel für die Kugelschicht 

Ton der Höhe s ist nämlich (Method. Lehrbuch, H, Stereom. 46) 



Ji = ~ (3a» + ab" + s'), 

oder, da hier a = Ä = FD = GE ist, 

■7,-S{6a' + »>)_,a'» + ^. 

Hiervon ist der durch Drehung des Rechtecks 
FDEG entstehende Cylinder abzuziehen, dessen 
Inhalt gleich a*iis ist. Demnach bleibt Itlr den zu 
untersuchenden Körper übrig 




Demnach wird der Schwerpunktsabstand 



F berechnet sich mit Hülfe des Sektors MDE ^ r^x ^^^, von 
dem das Dreieck MDE abzuziehen ist. Hier bestimmt sich a mit 
Hülfe der Gleichung sin ä- = ö~ " öer Inhalt des Dreiecks kann, da 
im allgemeinen die Trigonometrie doch nicht zu vermeiden ist, als 
F^ ^ y r* sin « angegeben werden, so dafs 
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einzusetzen ist. Die SchluiBformel also wird 



9 = 



8* 



''•'(«liö-"^")' 



WO a aus sin — s= -- zu bestimmen ist. 

2 2r 

9) Bisweilen kann man eine Methode verwenden^ bei der die 
Kenntnis der Guldinsohen Begel für Drehungsfläohen nöthig ist. 

Man kann diese folgendermafsen entwickeln. 

Wird die Gerade AB von der Länge s um 
eine Achse KL derselben Ebene gedreht, so ent- ^ 
steht der Kegelmantel 



Fig. U. 



M=(r + r^)jts = 2 



^OL+Ii^o^ 



ns = 2Q%Sy 



wo wiederum q der Schwerpunktsabstand von 
der Achse ist. 

Rotiert eine Folge von geraden Linien der- 
selben Ebene um eine Achse dieser Ebene, sind 
ferner «i^SgjSj, ... die Längen der Qeraden, 
Qu 9%) Qij ' ' ' ^^ Schwerpunktsabstände von 
der Achse, so wird die Mantelfläche des Drehungs- 
korpers 



K 




-^ ^ 



Flg. 15. 



M= 2 piJtSj + 2q^7CS^ + 2p8ÄS8 H 

= 2ä[pi5i + PjS, + P3S3 H ]. 

Nach dem Gesetz der statischen Momente 
ist aber die Klammer identisch mit ps, wo 

die Länge des gesamten Linienzugs, q sein 
Schwerpunktsabstand von der Achse ist, dem- 
nach ist die Mantelfläche 

M= 2 Q7CS = Schwerpunktsweg 
mal Länge des Linienzugs. 

Handelt es sich um eine krumme Linie der 
Ebene, so gilt der Satz ebenfalls, denn man 
darf diese als eine Reihe kleiner gerader Linien betrachten. 

Kennt man die Drehungsfläche F imd die Bogenlänge b, so er- 
giebt sich fQr den Schwerpunkt der Achsenabstand 

F 




9 = 



27cb 



Abschnitt I. 

9) Für den Halbkreiebogen ist 

4r'« __ jf'g 2r 

^~ 2xb ~ 2« r«~lt" 

Für den Kreisbogen b vom Radius r, deesen Sehne 
sich als s berechnet, giebt die Drehung um KL eine 
Kugelzone von der F^he 2rxs. Demnach ist die 
Schwerpunkteentfemung von M aus gerechnet (Fig. 17) 




Hier ist b:rx = (^: 180«, 
, so daTs man schreiben kann 



d. h. « =- - 180», und 



MC 



-*-. 



wo a = — 180" ist. 

10) Dieses Resultat kann fQr Flächen be- 
nutzt werden, z. B. filr den Kreissektor mit 
Radius r und Bogen b. 

Denkt man sich diesen in zahlreiche „Drei- 
ecke" zerl^!;t, deren Basis man dann als 
geradlinig annehmen darf, so liegen die Einzel- 
schwerpunkte in der Entfernung -^ r von M. Bei 
gleichen Teilsektoren liegen sie gleichmä&ig vei> 
teilt, also mufs der Schwerpunkt der Gesamtfläche mit dem des 
entsprechenden Bogens Übereinstimmen. Man erhält 




Über s ist dieselbe Bemerkung zu 
machen, wie vorher. 

Man kann das Resultat auch mit Hülfe 
des Kreissegments und des Dreiecks finden. 
= 180" ergiebt sich das unter 6} für den Halbkreis abgeleitet« 
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11) Sektor der Ringfläche mit r,ri, äulserem Bogen h und 
zugehöriger Sehne s. 

Jeder Teüeektor kann ola Tr&pez mit den Seiten -^ und - be- 
trachtet werden, so dafe ä, = j ^ T_ . iat, denn der Faktor - hebt 
sich w^. Da aber 6j =1 fc -^ ist, so erhält man, indem man r — r^ fttr 
* 8«tzt, „^ „ 

Ä r-r/7 + ^'' r-r. r. + .r 

Die Schwerpunkte der Teile liegen also 

auf einem Bogen vom Radius 

L ü ^ Sr. (r + r,)-Kr-r.)(r. + 8f) 

_ , r^ + f. + r; 
— s r + r, ' 
mit dem wie vorher zu verfahren ist. Man kann übrigens, indem man 

oben und unten mit (r — »■() multipliziert, auch schreiben j -x j ■ 

Das Resultat ist nach 9) ' 

denn es ist 1* = t ■ * 

6, & 

Ebenso einfach fDhrt folgender Weg zum Ziele. Sind S und jS^^ 

die beiden Sektorfiäcben, q und q^ ihre Schwerpunktsradien, so ist 

flir die Ringfiäche F und ihre Schwerpunktsentfemung z (von M 

ans gerechnet) 

xF^(fS — ff,Si, 

also 

^ *■ S — j^ ■ 

r* 
Hier ist Si — S 4' *'*'*' ^ ^^'^^ P = *i = i" ■ »"i i^'» 




TT 


r' 




8« 
-SS 


rT: 




MOrin 


Ir-- 


•i 







"I'^-'! 

'■-'1' 
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AbHchuitt I. 



Für a ■= 180" bestötigt sich das unter 6) für den lialben Ereis- 
ring gefundene Resultat. 

12) Verdoppelt man sämtliche Sehnen eines Ereiaes, die dem 
Durchmesser parallel smd, wobei die Symmetrie erhalten bleiben soll, 
so entsteht eine Ellipse Der Schwerpunkt S der HalbkreisÖäche 
fallt dabei mit dem der ELhpse zusammen, denn das Moment in 




Bezug auf die Schwerpunktsachse hat bei der Verdoppelung den Wert 
Null beibehalten Ebenso ist es, wenn man ^mtbche Sehnen mit » 
multipbziert denkt 

Von der Verkürzung der Sehnen gilt dasselbe. Der Schwerpunkt 
liegt also im Abstände ^ bezw. — vom Durchmesser. 

Dasselbe ist der Fall, wenn man die Sehnen des Halbkreises so 
verschiebt, dafs ihre Halbierungspunkte sich auf schräger Linie an- 




ordnen. Auch dadurch entsteht eine halbe EUipse, nur ist sie schief 
abgeschnitten. Ist h die senkrechte Höhe, so hegt der Schwerpunkt 
auf der Mittellinie im Abstände h,'=j- vom Durchmesser. — 
Elljpsensegmente lassen sich also stets auf Kreissegmente zurückführen. 

13) Ist aus einer F^he von einfacher Begrenzung ein Teil aus- 
geschnitten, so verfährt man wie im nebenstehenden Beispiele, wo 
ein Halbkreis aus dem Rechteck geschnitten ist. Das statische Moment 
der übrig bleibenden Fläche ist in Bezug auf AB 



demnach ist 



F,h,-bh", 



F 
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bh-'-^ 



3 (3 6A — r'ji 




st so ist 



Zerschneidet man die Fläche durch 
MC, 80 liegt der Schwerpunkt für 
jeden Teil ebenso hoch, und zwar auf 
der Symmetridlinie MD Isezw. ML 
Ändere Berechimngamethoden 
kommen später zur Sprache. 

14) Anweadungen. a) Steht 
über einer FUlche eine senkrechte 
Säule, die durch eine Ebene schräg i 
der Inhalt des übrig bleibenden Körpers 

wo h, die Länge des im Schweqiunkte auf der Grundfläche errichteten 
Lotes bis zur SchrägÖäcbe ist. Man bezeichnet diese Linie als die 
' Mittellinie des Körpers. (Vgl. Method. Lehrbuch, II, Stereoni. Gl.) 

b) Diesen Körper kann man als Diagrammkorper des seit- 
lichen WaHserdrueksauffaasen, der bekanntlich proportional der Tiefe 
zunimmt. Der Wasserdruck gegen eine senkrechte oder auch schräge 
ebene Wandfläche ist 

P=Fh,, 
z. B. in Tonnen, wenn F m Quadratmetern, die Schwerpunktetiefe li. 
in Metern gegeben ist. (Die Druckresultante greift aber nicht im 
Schwerpunkte an.) 

c) Ist die Säule oben und unten abgeschrägt, so hat man 
I einen Normalacbnitt xu führen. Ist dessen Flache F und ist h, die Länge 
I des auf ihr im Schwerjjunkte errichteteu Lotes, von der einen Schräg- 
I fläche zur andern geme^en, so ist der Inhalt wiederum 

J=F-h.. 

d) Demkt man sich eine Mäche gleichmälsig mit Mi^se belegt 
luod um irgend eine in ihrer Ebene liegende oder diese schneidende 
lAchse gedreht, so ist die entstehende Centrifugalkraft 

P = mr»^ = '^' = ^-^' ■ 
bedeutet r die Entfernung des Flächen Schwerpunktes von der 
Achse, m die Masse, v die Geschwindigkeit der Schwerpunktsbewegung, 
y die auf den Radius 1 reduciert^ Geschwindigkeit ( Winkelgesdiwindig- 
flteit), t die Zeitdauer des einmaligen Umlaufs (Umlaufszeit). 

(Der Angriffspunkt der Centrifugalkraft fallt aber im allgemeinen 
Pflicht mit d.'T!) Schwerpunkt« zusammen.) 
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Die Centrifugalkraft ist Null, wenn die Achae darch ilen Schwer- 
punkt geht. Ihr positiver und negativer Teil aber können ein KrüFtepaar 
bilden, welches in Bezug auf jeden Punkt der Achee ein l 
Centrifugalmoment giebt, sodal» im allgemeinen kein Glei 
gewichtszustand eintritt. 

e) Denkt man sieh die Fläche gleichmäfsig mit Masse belegt, 
greift die Kesultante der einzelnen Sebwerkräfte im Schwor- 
punkt» iiD. Das statische Moment in Bezug auf jede Drehungsachs» 
idt also gleich dem Produkte aus der Schwerkraft und der Entfernung 
ihrer Richtungslinie von der Achse. Das statische Moment ist gleich 
Null, weim jene Entfernung gleich Null ist, wenn i.. B. die Achse 
durch den Schwerpunkt geht. Die horizontal liegende Fläche balojiciert 
also, wenn sie im Schwerpunkte oder in zwei Punkten, deren Ver- 
bindungslinie durch den Schwerpunkt geht, unterstützt winl. 

Der Schwerpunkt ist auch der Angriffspunkt der Resultante 
gleicbmäl'sig gegen eine Fläche wirkender Druckkräfte (z. B. 
Dampfdruck) oder Zugkräfte. 

f) Die Guldinsche Regel «/^^SpjrFdient zur Inhaltsberechnung 
der Drehungakörper, zur Inhultsberechnung der Schrauben- 
gewinde, und in der Form p = — -pZurSchwerpunktbestimmung 
ebener Flächen. Für Näherungsberechnungen bestimmt man den 
Schwerpunkt durch zwei Autlängungen einer Schablone (z. B. von Blech) 
und benutzt ihn für die Inhaltsbestimmung der entsprechenden Kör]>er. 

g) Denkt man sich eine ebene Fläche gleichmälsig mit Masse 
belegt und durch einen Stofs im luftleeren Räume vorwärtß geschleudert, 
so bewegt sich ihr Schwurpunkt in einer Parabel, aufserdem 
aber treten Drehungsbeweguugen ein. Im Welträume wflrde die Bahn, 
die der Flächenschwerpunkt um einen anziehenden Weltkörper zurück- 
legt, ein Kegelschnitt sein, also Kreis, Ellipse, Parabel oder H>-perbel 
(Seh werpnnktflprinzip). 

b) Wird ein Balken ein Haken u. dgl. auf Biegung, eine Säule oder 
Strebe von gröfserer Länge auf Strebung beansprucht, so gehen tue 
Biegungsachsen der Querschnitte durch die Schwerpunkte der Flächen. 

i) Wird eine Welle auf Drehung beansprucht, so geschehen die 
Drehungen der einzelnen Querschnitte um die I-lächenschwerpunkt«. 

k) Für die darstellende Geometrie ist von Wichtigkeit, dafe 1 
der Parallelprojektion einer ebenen Fläche ihr Schwerpunkt i 
der neuen Fläche projiziert wird. (Bei der Parallelprojektion eb« 
Kurven ist dies im allgemeinen nicht der Fall, ebensowenig bei j 
wölbten Flächen.) 

1) Mit Hülfe der Schwerimnktslehre kann man Sätze der 0« 
inetrie beweisen (baryceutrischer Kalkül). So folgt sl B. der T 
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lUts die Mittellinien dea Dreiecks sich in einem Punkte solmeideii, 
daraus, dafa die Fläche nur einen einzigen Schwerpunkt haben kann. 
m) Bewegt sich eine ebene Fläche so, daXs ihr Schwerpunkt eine 
beliebige ebene oder räumliche Curve beschreibt, auf der die bewegte 
Fische in jedem Punkte Benkrecht steht, ho ist der Inhalt dee körper- 
lichen Weges gleich dem Produkte aus Fläche und Schwerpunktsweg. 
(Durchdringen einander dabei Teile des Körpers, so ist der Durch- 
dringungsraum doppelt bezw, mehrfach einzurechnen.) Dieser Satz 
ist z. B. von Bedeutung für die Berechnung der für Eisenbahndämme 
nötigen Erdmassen. 

ii) Bemerkung zur Quldinschen RegeL Verschiebt man die 
Achse parallel zu sich selbst um — e, so geht J^ 2ifFx über in 
J, = 2(pF + «F)5t = /+ 2cF)t, 

I d. h. der Inhalt wächst um den eines Drehungs- 

lltörpers, der entsteht, wenn die Fläche um eine 

lAchae rotiert, die vom Schwerpunkte um e 

I entfernt ist, oder er wächst um den Inhalt 

r«ine8 Cjlindere, der über der Fläche steht und 

1 den Weg 3cn zur Höhe hat. 

Dadurch werden Berechnungen gewisser 

I Art unabhängig von der Kenntnis der Schwer- 

Ipunktslage gemacht. 

15) Graphische Sehwerpunktbestimmungen. 
Der Graphostatik verdanken wir neuere Methoden, die es dem 
|«xakten Zeichner ennögiichen, namentlich fiir Trägerquerschnitte die 
^Schwerpunkte schnell aufzufinden. Einige Beispiele sollen dies 
|«iiäntem. 

Symmetrischer Trägerquerschnitt. (Figur 25.) 

Die in S|, jS, und S^ angreifenden „Kräfte"*) verhalten sich wie 

VS,A,, fi^h^ und i,Aj, oder wie F, : F, : F,. Man zeichne drei Senk- 

Irechte AB, BC, CD wie in der Figur, die sich wie diese GrÖlsen 

I verholten. Dann nehme man einen beliebigen Punkt (Pol) an tmd 

verbinde ihn mit A, B, C und D. 

Durch die Einzelsehwerpunkte sind Senkrechte gelegt. An der zu Sj 

gehörigen Senkrechten beginne man irgendwo, z, B. bei E, mit folgender 

tKonstruktion: Man ziehe SF || A V und EG \\ BP bis zur Senkrechten 

durch S,, sodaun GH || CP bis zur Senkrechten durch S^, zum Schlufs 

ydnrch H aiaei Parallele zu PD. Letztere giebt mit EF einen Schnitt K, 

Bund 86nkre<?ht aber diesem liegt der gesuchte Schwerpunkt S. 



*) Man (lenke aicb die Fl&ciien homogen mit Masse belegt, s 
1 Qewicbt«n siirechen kann. 
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32 Abaclmitt 1. 

Beweis. Denkt man sich den Abstand des Punktes P von der 
ßeraden AD aU Einheit, so würde eine durch das StrahlenbOBchel P 
gelegte Vertikale 7" TT Abschnitte geben, deren Längen den statischen 
Momenten der Kräfte AB, BC und CD in Bezug auf den Punkt P 







f" 


Ji__ 


Ä 


■■^--y\ 






\ L 


^^ 


"^ 






oder dem statischen Momente der in P angebrachten Kräfte in Bezug 
auf die Punkte der Geraden VW entsprechen, denn es ist z. B. 
A^Bi:AB = e:l, folglich, wenn i, = 6, Ä^ = 2^ ist, AjB^=eAB 
=^ eFi- Dieser sogenannte Kräfteplan veranschaulicht also zugleich, 
in welcher Weise die statischen Komente zunehmen, wenn 
man den Drehungspunkt des gedachten Hebels vom Angriffs- 
punkte P der Kraft aus horizontal verschiebt 

Bei E ist davon Anwendung gemacht, denn durch die Parallelen 
ist -^ ccj ^ a dort angetragen. Der Winkelraum cc, deutet an, wie 
das Moment von F^ bei Verschiebung des Drehungspunktes nach 
rechts zunimmt. 

Bei G tritt die neue Kraft F^ hinzu, deren Momentzunahme dem 
Winkelraume HOM entspricht, wo ß^=' ß geworden ist. Bei H tritt 
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F^ hinzu, dessen Momentzunahme durch den Winkelraum JB'^=yi=y 
dargestellt ist. 

Der Winkelraum JKL mit dem Winkel «i + ft + ^i = « + /5 + y 
veranschaulicht demnach die Zunahme der Gesamtkraft -F\ + i^^ + ^3 
bei der Verschiebung nach rechts und zugleich die Abnahme bei der 
Verschiebung nach links. Bei K selbst aber ist der senkrechte Ab- 
stand der beiden Winkelschenkel gleich Null, also auch das Gesamt- 
moment gleich Null. In der durch K gelegten Senkrechten mufs 
denmach der Schwerpunkt liegen. 

Bei der praktischen Ausführung läfst man das Überflüssige weg. 
Man bezeichnet das Strahlenbüschel als den Eräfteplan, das Vieleck 
als das Eräftepolygon oder Seilpolygon. 

Die folgenden Figuren wird man ohne ausführliche Erläuterung 
verstehen. 

16) In Fig. 26 ist das Trapez in zwei Dreiecke, jedes vom Inhalte 
yjF, zerlegt, deren gemeinsamer Schwerpunkt S^ ist. 

Fig. 26. 




17) Unsymmetrischer Querschnitt. 

In Figur 27 ist die Bestimmung für ein Winkeleisen durchgeführt. 
Hier mulste der Eraftieplan erst in der Stellung a) für die Vertikalen 
durch S^y S^y S^, sodann in der Stellung b) für die jetzt in anderer 
Reihenfolge anzuordnenden Horizontalen durch 5^, 5,, 8^ benutzt 
werden. Die gewonnenen Linien KL imd K^L^ geben durch ihren 
Schnitt den Schwerpunkt 8. 

18) Annäherungsverfahren für schwierigere Quer- 
schnitte. (Figur 28.) 

Man teile den Querschnitt in Trapeze und Rechtecke ein, deren 
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Abschnitt I. 




"i-- 




Flg. 88. 



Inhalt mit Hülfe des Mafsstabs anzugeben ist. Auf AB tnlgt man 

eine Reihe von Strecken ab, die den Trapez- und Rechtecksinhalten 

proportional sind. Man ver- 
bindet einen beliebigen Pol 
P mit den Teilpunkten, 
taxiert die Schwerpunkte 
der Trapeze und zieht durch 
sie die Senkrechten, mit 
deren Hülfe das Eiufte- 
polygon wie vorher zu 
zeichnen ist. Die Anfangs- 
und Schlulslinien geben den 
Schnittpunkt Z und damit 
die Senkrechte, in der der 
Schwerpunkt liegt. 

Für praktische Zwecke 
wird es hinreichen, den 
Schwerpunkt durch zwei 
Aufhängungen der ent- 
sprechenden Blechschablone 
zu ermitteln. Das hier ge- 
lehrte Verfahren wird aber 

dadurch nicht überflüssig, da es gelegentlich der Trägheitsmomente 

noch anderweitige Verwendung finden soll. 




Ä-bschnitt II. 

Die einfaclisten Trägheitsmomente ebener Flächen. 




20) Begriff des axialen Trägheitamoraentes. 

Figur 29 stellt eine beliebig gestaltete ebene Fläche F und eine 
in derselhea Ebeoe liegende Achse AB dar. Man denke sich die 
Fl&ohe in unendlich zahlreiche Parallelstreifen zerlegt, die selbat- 
Tvrständlicb unendlich schmal worden. 
Diese sollen parallel zu AB sein. fibm. 

Während man das Produkt f-s aus 
j«dem Streifen /' und seinem Abstände e 
Ton der Achse AB als das statische 
Moment des Streifens in Bezug auf AB 
bezeichnete, nennt man das Produkt fz- 
sua/'und dem Quadrate des Abstandes s \ 

das Trägheitsmoment des Streifens ^ ; M. 

iu Bezug auf die Achse AB. Der 

Qrund för diese Benennung liegt in der Mechanik und kann hier 

noch nicht erörtert werden. 

Wie femer M =^fz die Summe aller einzelnen statischen 
Momente, also zugleich das statische Moment der Gesamtfläche be- 
deutet, so bedeutet T=^f2^ die Summe aller einzelnen Träg- 
heitsmomente und zugleich das Trägheitsmoment der Qe- 
aamtfläche in Bezug auf die Achse AB. 

Wegen der Bezugnahme auf eine Achse bezeichnet man ein 
solches Moment als asiales Trägheitsmoment. 

21) Veransohaulichungdes Trägheitsmomentes durch nb- 
geschrägte Körper. 

Man denke sich durch A B eine unter 45" gegen die Zeichnungs- 
ebene geneigte Ebene gelegt, welche die ober der Flüche F zu 
errichtende senkrechte l^ule schräg abschneidet, In Figur 30 ist 
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Abschnitt H, 




(lies für eine belieliig gestaltete Hache dargestellt. Über jedem 
Bchmalen Parallel streifen f steht dann eine Säule, deren Höhe h gleich 
der Entfernung c von der Achse AB ist. Ihr Inhalt ist durch fh 
»nid zugleich durch /'e bestimmt, also gleich dem statischen Momente 
des Streifens in Bezug 8uf AB. Da die» von allen Streifen gül, 
so folgt, daffi die Mufszahl für den Inhalt des abgeschrägten Körpers 
ebenso grofs ißt, wie die 
illr das statische Moment 
der Pia ehe in Bezug auf 
AB, also, abgekürzt aus- 
gedrückt: Körperinhalt 
gleich Flächenn; 
Jede der kleinen Säulen 1 
in Bezug auf AB ebenfal 
ein statisches Moment, 
ches gleich dem Produkte 
aus dem Inhalte fh und der 
Entfernung e ist, also gleich 
fhe = /e*. Ebenso grofs 
ist aber auch das Trägheits- 
moment des Streifens 
Bezug auf AB. Die 
von allen Säulen und Streifen. Die Mafszahl für das Tragheitsmomfll 
der Grundfläche stimmt also öherein mit der Malszahl för das statis<~ 
Moment des abgeschrägten Körpers io Bezug auf AB, oder kurz aus- 
gedruckt: 

Statisches Moment des Korpers in Bezug auf AB gleich 
dem Trägheitsmoment der Grundfläche in Bezug auf AB. 

Diese einfache Vorstellunga weise er- 
möglicht es, die Berechnung der Träg- 
heitsmomente far einige Flächen durch- 
zufahren. 

22) Aufgabe. Ein Rechteck habe 
die Seiten h und h, sein Träg- 
heitsmoment in Bezug auf eine der 
Seiten b soll berechnet werden. 

AoflÖBang. ABCD sei das 
Rechteck mit Seite AB = b und 
AD ^ h. Über ihm ist das ent^ 
sprechende Körperdii^ramm gezeichnet, 
dessen Höhe h ist. Noch bekanntem Dreieckssatze liegt der Schwer- 
punkt S so, daffl J?S — 4 EH, folgüch auch EG = \EF=\h ist. 




Di« einfftchtit«« Tritgheitätnoinentr eben 
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Der Kör|jer!iihfilt ist J^lhb)—^'——- Daa statiaflip Moment des 

I Körpers in itezu^i »mf A B ist »Iso M ^= {\l') -J '= ^^ -5- ^ -^ ■ 
IDbenao grol's i»t das gesuchte Trägheitsmoment. ÄIho 
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23) Veransehauliehung des Tri 
|»sraboliäeh begrenzte Körper. 

Man denke sich diisselbe Rechteck, wie vorher, jedoch stehe 
über jedem Streifen eine Säule von der Höhe x*. Ihr Inhalt ist fz*, 
abto ebenso grob, wie daa Trägheits- 
moment des Streifens in Bezug auf ..IB. ^' "■ 
Der Inhalt dieses Körpers stimmt also 
Qberein mit dem Trägheitsmomente der 
Grundfläche, er muiä also nach 3) gleich 
-5- sein, d. b. gleich dem dritten Teile 
des ober der Fläche stehenden Recht- 
eckskörpers. 

Man bezeichnet die Curven AK 
bezw. BL als Parabeln, Die ge- 
krümmte Fläche ist die eines para- 
bolischen (Jylinders mit ADK oder 
BCL als Grundfläche. Man hat hier 
den Satz gefunden, dafa die Parabel den dritten Teil vom ; 
Rechteck abschneidet. 

Denkt man sich in der Grundebene eine beliebige Fläche und 
«rriohtet man über ihr eine bis zur parabolischen Fläche reichende 
Säule, so ist der Inhalt der letzteren identisch mit dem Trägheits- 
momente der Gnindfläche in Bezug auf die BerOhrungslinie AB. 

24) Aufgabe. Das Trägheitsmoment des Rechtecks in 
Bezag auf eine Mittellinie zu finden. 

AnflöHung. In Figur i\3 sei ABCD dos Rechteck mit der als 
Äch«e angenommenen Mittellinie KL. Rechts befindet sieh der 
parabolische Körper von der Höhe ( — 1 =^-y- Da / ■ ( — ey = f-s' 
ist, 80 hat man links denselben Körper zu errichten. Vom Rechtecks- 
kfirper, dessen Inhalt -r- ist, wird nach Obigem durch die paja 




mgehörigen 



bolische Fläche - weggeschnitteu, es bleibt also stehen y -3- = "; 
Das gesuchte Trägheitsmomeiit ist also ^ ~~ 70- ' 




25) Bemerkung. Die frflhere Yeranschaulichungsmethode macht, 
wenn die angenommene Achse die Fläche schneidet, einige Vorsicht 
nötig. Aus /"■( — ^) ^ — f-z folgt i^mlich, dals die Darstellung 
des statischen Momentes durch den ali^eschrägten Körper auch auf 
n^ative Lote führt, so dafs ein Teil des Di^rammkörpers unter die 
Grundfläche zu liegen kommt. Dort ist dann die Schwerkraft als 
negativ aufeufassen, damit f ■ 2' und /"( — e) ■ ( — e) Momente geben, 
die zu addieren sind, wie es das Trägheitsmoment verlangt Die 
parabolische Yeranschaulichung ist daher im allgemeinen vorzuziehen. 

26) Bemerkung. Neben M=^fe und T=^fe* könnte 
mtm noch andere Momente, wie ylfi^, ^fsS* u. s. w. betrachten. 
Dies soll vorläufig nicht geschehen. Jedoch sei darauf auftnerksam * 
gemacht, dafs man, je nach dem Exponenten von e, von Momenten 
1*", 2*", S"' u. s. w. Ordnung sprechen kann. 

27) Satz fiber die Farallelvemolüebang. Ist das Trägheits- 
moment einer Fläche F in Bezug auf eine Schwerpunktsachse 
gleich T, so ist es in Bezug auf eine parallele, um e von 
ihr entfernte Achse derselben Ebene Ti = T+e*F. 

Beweis. Wird die Achse von AB nach A^S^ verschoben, so 
wird der Abstand b eines Parallelstreifens in e -\- e verwandelt, 
und aus f ■ z* wird /"(« + e)* ■= />* + /"c^ + 2fge. Demnach geht 
r -2 /■»•«», in T, -^l(, + ey-^fif+^f^+^2f,e 



Die einfachsten Trägheitsmomente ebener Fl&chen. 
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Fig. 85. 



lieitsmoment jP, der zweite ist identisch mit ^Fy der dritte ver- 
schwindet, denn ^ fz ist das statische Moment der Fläche in Bezug 

auf die Schwerpunktsachse AB^ also 
gleich . F = 0. Man hat also in 
der That 5; = T + ^F. 

Ob man um + ^ oder — e ver- 
schiebt, ist gleichgültig, stets tritt 
eine Zunahme um ^F ein. 

Das Trägheitsmoment einer 
Fläche inBezug auf eineSchwer- 
punktsachse ist demnach stets 

kleiner, als in Bezug auf jede zu dieser parallele Achse. 
Je groDser man die Verschiebung e macht, um so gröfser wird das 
Trägheitsmoment. 

Man hat nur noch nötig, die Trägheitsmomente in Bezug auf 
Schwerpunktsachsen zu untersuchen, da sie sich f[ir alle andern 
nach dem gefundenen Satze leicht ableiten lassen. 

Auch an den beiden Diagrammkörpem läfst sich der Satz leicht 
beweisen. Aus ihm lassen sich Sätze über parabolisch begrenzte 
Korper ableiten. 




28) BeispieL Für das Rechteck war in Bezug auf die Mittellinie 



T = 



6Ä» 
12 



Verschiebt man die Achse um e = _ , so erhält man 



früheren Resultate überein. 



12 



+ T • ** = -8- 



Dies stimmt mit dem 



29) AniJsabe. Das Trägheitsmoment eines rechtwinkligen 
Dreiecks mit den Katheten h und h in Bezug auf die zu h 
parallele Schwerpunkts- 
achse zu finden. 

Anflösnng. Für das Recht- \ 
eck ist in Bezug auf die Achse KL I 

Für das Dreieck ABB ist es ! 

in Bezug auf KL halb so grofs, j 

wie man am Diagonalschnitt \ 
des Diagrammkorpers (Fig. 33) 

erkennt, also gleich —^ Bei der Verschiebung nach dem Schwer- 
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Abschnitt ü. 



punkte hin, d. h. um die Strecke — , 



vermindert sich der Werth um 



e^F = 



h^ bh 

36* 2 



72 



In Bezug auf PQ erhält man demnach 



r —*— — — — *^ 

24 72 36 



30) Bemerkung. Ist T^ das Trägheitsmoment einer Fläche in 
Bezug auf eine vom Schwerpimkte um e^ entfernte Achse, imd will 
man T^ für eine um e^ von ihm entfernte Achse bestimmen, so hat 

man zunächst für die Schwerpunktsachse T = T^ — e\F, sodann 



2 



T^ = T -{- e^F zvL bilden, man erhält also 



'2 

T =T 

■^2 "^1 



e\F+e\F=T^ + (e\-e\)F. 



31) Bemerkung. Verschiebt man einen Parallelstreifen f parallel 
zur Achse, so bleibt die Entfernung z, folglich auch das Trägheits- 
moment fz^ ungeändert. Dem- 
^^' *®- nach haben Rechteck und 

Parallelogramm von gleicher 
Grundlinie und gleicher Höhe 
in Bezug auf die in ihrer 
Richtung bleibende Mittel- 
linie dasselbe Trägheits- 

Dasselbe gilt 




moment 
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Fig. S9. 




von der krum m linig begrenzten 
Fläche der Fig. 38. 

Dasselbe gilt von den in 
Fig. 39 dargestellten „Drei- 
ecken". Für die angedeutete 
Schwerpunktsachse haben 
sämtliche das Trägheits- 
moment T = -zr^ ' 

36 

Überhaupt kann man, dem 
Satze des Cavalieri entsprechend, folgenden Satz aussprechen: 

Haben zwei ebene Flächen in gleichen Höhen gleiche 
Querschnitte, so stimmen ihre Trägheitsmomente für gleich 
hoch liegende Achsen überein. 

32) Aufgabe. Ein gleichschenkliges Dreieck habe die Basis h 
imd diß Höhe h. Wie grofs ist sein .Trägheitsmoment für die Basis 
CD, wie grofs für die Parallele zur Basis durch die Spitze, also für 
EF, wie grofs für die Mittellinie KL'i 
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Auflösung. Für CD erhält man 



r = ^' 4- /'^V^ = - 4- -- = - 

^ 86 "^ \8/ 2 ^^ «« '• ^ö ^^ 



5ä» 
36 



6Ä» 
18 



6Ä» 
12 



Für JBi^ wird 



T = ^-' 4- /'^V— = ^ 4- ^^^' = ^ 

« 86 "• \ 8 / 2 86 • 9 4 * 

Für KL giebt Dreieck KBL (ähnlicli wie 
bei rj den Wert -\|^ = ^. 



Dreieck JSTiC 



c 


Fig. 


40. 
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giebt ebenso viel, also wird für das ganze Dreieck Tg = 



Ä6« 
48 



33) Begriff des polaren Trägheitsmomentes. 

Man denke sich jedes Teilchen f einer Fläche mit dem Quadrate 
des Abstandes (f von einem festen 
Punkte multipliziert, dann ist das **»» ^i. 

Produkt /*p* das polare Trägheits- 
moment jedes Teilchens in Bezug 
auf den festen Punkt. Das polare 
Trägheitsmoment Tp der Gesamt- 
fläche wird also definiert durch 
die Oleichung 



Tp -=^fQ'. 




34) SatB. Das polare Träg- 
heitsmoment in Bezug auf einen 
Punkt ist gleich der Summe 
zweier axialen in Bezug auf 

Achsen, die sich in dem Punkte rechtwinklig schneiden. 

Beweis. In Fig. 41 ist p* = a;* + y^, folglich gilt für jedes 

Teilchen f die Gleichung f(f^ = fx^ + fv^j ^l^o für die Gesamtfläche 

^fff' -^f"^ + 2 ff «der T, = T, + T,. 

35) Bemerkung. Auch von dem polaren Trägheitsmomente 

gilt der Verschiebungssatz T = T '\- e F. Ist nämlich T ^ das polare 

Moment für den Schwerpunkt, so ist dies gleich dem axialen in 
Bezug auf die Verschiebungslinie e als Achse, vermehrt um das 
Moment in Bezug auf die dazu senkrechte Schwerpunktsachse. Bei 
der Verschiebung ändert sich nur das letztere um e*jF. 
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36) Bemerkung. Die Summe der axialen Trägheitsmomente 
einer Fläche in Bezug auf die Schenkel eines rechten Winkels bleibt 

ungeändert, wenn sich dieser in der Ebene um den 
ng. «s. Mittelpunkt dreht. Die Summe ist nämlich stets gleich 

dem polaren Trägheitsmomente in Bezug auf den 

Drehuugspu nkt. 

37) Aoi^abe. Wie grofs ist das polare Träg- 
heitsmoment des Rechtecks in Bezug auf den 
Schwerpunkt? 

Anflöfliing. In Bezug auf die eine Mittellinie hat 
man 2", »« -r— , in Bezug auf die andere Tf=^-r^- 
Demnach ist 



bh* 



hb' 



I d die Diagonale, F die Fläche bedeutet. 



^d» = 



Fd' 




38) Aufgabe. Wie grofs ist das polare 
Trägheitsmoment eines gleichschenkligen 
Dreiecks mit Basis b und Höhe k für den 
Schwerpunkt und für die Spitze? 

AoflBauiig. Für den Schwerpunkt ist 
nach 10) und 13) 



bh' 



hb' 



bh f 



T = 



Addiert man dazu {y^J'-g- oder |^ 6A', so erhält 
man für die Spitze 



^(4A' + 3t') + iij*'_y(m' + !.■). 



39) Anflgabe. Wie grols ist das polare Trägheitsmoment 
des regelmäfsigen n-Ecks mit Umfang u in Bezug auf den 
Schwerpunkt? 
' **' Auflösong. Für jedes Dreieck iat in Bezug 

auf die Spitze M nach 19) 




6) 



Die einfachsten Trägheitsmomente ebener Flächen. 
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Führt man u = nb ein, so ergiebt sich für die Gesamtfläche 



u 
n — Q 



T'—k- (l^O- + $l-':^& + •^«■) ■ 



40) Folgerungen für den Kreis. Nimmt man im letzten 
Resultate n unendlich grofs an, so wird -^ = 0, und das Polygon 
wird zum Kreise mit Umfang 

Das polare Trägheitsmoment des Kreises ist also in Be- 
zug auf den Mittelpunkt 



P 48 *"^ 2 32 ' 

wo d den Durchmesser bedeutet. 

Für den concentrischen Kreisring mit r und r^ bezw. d 
und dl erhält man durch Subtraktion 



T = 

^ 32 



= _j(/_<)_-(,--,;) 



Das axiale Trägheitsmoment des Kreises ist halb so grofs, 
als das polare, denn Tp = T^ -\- T^j oder, da die beiden letzten 
übereinstimmen, Tp = 2T^. Demnach ist für den Kreis mit Radius r 
und Durchmesser d 



r*7C 



4 64 ' 



für den concentrischen Kreisring 



41) Aufgabe. Die Trägheits- 
momente einer Ellipse mit den 
Halbachsen a und h zu be- 
rechnen. 

AnflöBung. Für den Kreis mit 
Radius h ist in Bezug auf AB 

- • Für die Ellipse ist jede 



Fig 45. 



T = 



a 




Querlinie j mal so grofs, wie die ent- 
sprechende des Kreises. Folglich ist für die Ellipse in Bezug auf Ali 



T = 



nb* a 



nah' 



4 b 
Holimflller, In^nienr - Mathematik. I. 
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Für den EJreis mit Radius a ist 
in Bezug auf CD das Trägheits- 



moment T = 



na' 



Für die Ellipse 



■'■P — ~I I T~ 



ist jede Querlinie das — fache von der 

entsprechenden des Kreises. Für die 
Ellipse ist also in Bezug auf CD 

rp «a* 6 na^h 

Das Polarmoment der Ellipse ist 



42) Veranschaulichung des polaren Trägheitsmomentes. 

Fig. 47 stellt eine Kreisfläche dar, über der ein Cylinder von der 
Höhe r« errichtet ist. Über jedem Flächenteüchen f in der Entfernung q 
vom Mittelpunkte denke man sich eine Säule von der Höhe q^ örrichtet, 
so dafs der Säuleninhalt fql^ ist. Dann liegen die Endpunkte der Lote 
in einer Fläche, die man als Drehungsparaboloid bezeichnet. Der 

Inhalt des Aufsenkörpers ist gleich^ /*(>*, stimmt also mit dem Trög- 

heitsmomente überein, d. h. er ist gleich -— , d. h. gleich der Hälfte des 
Cylinders. 



Flg. 47. 




Flg. 48. 
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In ähnlicher Weise ist in Fig. 48 das polare Trägheitsmoment 
eines Quadrates veranschaulicht. Aus dem Aufsenraume des Drehungs- 
paraboloids ist der entsprechende quadratische Cylinder ausgeschnitten. 
Der Aufsenkörper ist vom Inhalte 



66« 

12 



, 66» _ 6^ 
•12 6 ' 



r 
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also, da das Prisma den Inhalt ~ hat^ gleich dem dritten Teile des 
Prismas^). 

In entsprechender Weise läist sich das polare Tmgheitsmoment 
jeder Flache durch einen Diagrammkörper veranschaulichen. Kennt 
man die polaren Trägheitsmomente^ so kann man Sätze über den Inhalt 
von Körpern aussprechen^ die in solcher Weise panibolisch begrenzt 
sind. Ist die Parabel von der Form y = q^, so ist der Inhalt der 
parabolisch begrenzten Säule gleich dem polaren Trägheitsmomente Tj, 
in Bezug auf den Berührungspunkt der parabolischen Fläche. Ist sie 
von der Form y = a(f^j so der Inhalt gleich aTp. 

43) Zusammenhang des polaren Trägheitsmomentes mit 
den Trägheitsmomenten der Dynamik. In der Dynamik handelt 
es sich nicht um Flächenteilchen, sondern um Massenteilchen. An 
Stelle der fz^ und /p^ treten Gröfsen niz' bezw. niqTj an Stelle der 
Oesamtfläche tritt eine Gesamtmasse. 

So war z. B. für den Kreis das polare Trägheitsmoment Tp = -.- = 
(r-n) -^ = -F 2 • Setzt man an Stelle von F die Masse m, mit der die 

Fläche homogen belegt zu denken ist, so ergiebt sich T = m - als das 

dynamische Trägheitsmoment einer Kreisscheibe von der 
Masse m in Bezug auf das Lot im Mittelpunkte. 

Für das Rechteck mit der Diagonale d war das polare Ti*äglieits- 



moment T« == 67* — = F - • 

^ 12 1*2 

Fig. 49. 



Demnach ist m ^ . das dynamische 



Fig. 60. 




/ 



Fig. 51. 





Träglieitsmoment einer Rechteckscheibe in Bezug auf das Lot 
im Mittelpunkte der Rechtecksfläche. 

*) Man denke sich ein GefilFs von quadratischem Querschnitt auf der 
Centrifugahnaschine in Drehung versetzt, so dafs die Wasseroberfläche sich para- 
bolisch einstellt. Ist das GefäTs zum 8ten Teile gefüllt, so nimmt der Trichter 
in dem Momente, wo er den Boden berührt, die oben gezeichnete Gestalt an. 
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Ffir einen concentrischen Ereisring war 
^>'-{r*-r\)'^='{r'+rl){r'-r\)'- = ^.F. 

Demnach ist für den entsprechenden scheibenförmigen Ringkörper das 

^ + rl 
dynamische Trägheitsmoment gleich m — 

Das mathematische Trägheitsmoment I verhält sich also zum dyna- 
mischen T' wie die Fläche F zur Masse m. Ganz allgemein folgt aus 

T: T=F:m, 
dafs 

^ = -F' 

44) Einige Anwendungen. In der Mechanik wird gezeigt, 
dafs das Trägheitsmoment bei beschleunigten Drehungsbewegungen 
dieselbe Rolle spielt, wie die träge Masse m bei beschleunigten 
geradlinigen Bewegungen. Bei den letzteren ist die Beschleunigung 

g = — ^ wo p die Triebkraft, m die zu bewegende Masse ist. Ebenso 

ist bei Drehungen die am Radius 1 zu messende Winkelbeschleunigung 

pr M 

wo pr = M. das statische Moment der Triebkraft, T' das dynamische 
Trägheitsmoment der zu drehenden Masse ist. Die Arbeits wucht 

(Energie) der geradlinig bewegten Masse ist dort m — , wo r die 

Geschwindigkeit bedeutet. Bei drehenden Körpern dagegen ist sie 

E = T -— , wo d' die am Radius 1 gemessene Winkelgeschwindigkeit 

bedeutet. 

Die Formel für die Schwingungsdauer des mathematischen 

Pendels ist ^ = ä1/— • Um die Formel für das physische Pendel 

T 
zu finden, hat man für l den Ausdruck ^^ einzusetzen, wo T das 

Trägheitsmoment, M das statische Moment des Pendels in Bezug auf 
die Schwerpunktsachse bedeutet. Man bezeichnet dieses l als die 
reduzierte Pendellänge. 

Erhält ein freischwebender Körper einen excentrischen 
Stofs, so ist im Anfange die Bewegung identisch mit der Drehung 

um eine Achse, die von der Richtungslinie des Stofses die Entfernung 

T 
-jTf hat. Daraus berechnet man das Mafs der fortschreitenden Bewegung 

des Schwerpunktes und der drehenden nach dem Stofse. 
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45) Zusammenliang des axialen Trägheitsmomentes mit 
Problemen der Mechanik. Auch das axiale Trägheitsmoment einer 
Flache kann mit dem dynamischen in die besprochenen Beziehungen 
gesetzt werden, nur ist dabei die Scheibe unendlich dünn zu denken, 
cL h. die Fläche selbst ist mit hypothetischer Massenbelegung zu ver- 

sehen. Auch dann gelten die Formeln y = — - , E = —^ y ^ = lOF' 

Die Drehung geschieht dabei stets um eine in der Ebene liegende Achse. 
Von Bedeutimg ist noch eine hydrostatische Anwendung. 

Die Resultante des Wasserdrucks gegen eine senkrechte Seitenwand 

T 
liegt in der Tiefe ä = -^ , wo T das Trägheitsmoment der Fläche, 

M ihr statisches Moment in Bezug auf die Schnittlinie mit der Wasser- 
oberfläche ist. Ahnliches gilt von schrägliegenden Druckflächen. 

Die wichtigste Anwendung des axialen Trägheitsmomentes ebener 
Flächen geschieht aber in der Festigkeitslehre. So ist z. B. die 
Tragfähigkeit eines Freiträgers von Länge l imd von rechteckigem 
Querschnitt mit Grundlinie h und Höhe h 



p ST 

4 


12 S6Ä' 


Ä 6i ' 
'2 



wo S die zulässige Spannung für die Flächeneinheit bedeutet. 
Die allgemeine Formel lautet 

^ la ' 

wo a den Abstand der äufsersten ßandfaser von der durch den Schwer- 
punkt des Querschnittes gelegten horizontalen Biegungsachse bedeutet. 

T 
Den Ausdruck — bezeichnet man als Widerstandsmoment W (oder 

a 

auch als Querschnittsmodul Z). Es ist z. B. für das Rechteck 

^ ='-jr = ~^j für den Kreis ist W= -j- = - -, für den Kreisring 
2 2 

W= -j = -. — • Für die Strebfestigkeit ist W von 

2 

entsprechender Bedeutung. 

46) Zusammenhang des polaren Trägheitsmomentes mit 
der Festigkeitslehre. 

lat PE das eine Triebwelle verdrehende Moment, so ist die 
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Abschnitt IL 



Gleichgewichtsgleichujig der Festigkeitslehre PR = S Wp, wo S die 

T 

zulässige Schubspannung fQr die Flächeneinheit, Wp den Ausdruck — ^ , 

das polare Widerstandsmoment, bedeutet. Für den Kreis z. B. ist 



TT = — = 

^^^ d 16 ' 



für das Quadrat 



w,= 



»vT ^V\ '^ 



Dafs auch die Verdrehung der Welle von Wp abhängig ist, soll unten 
angedeutet werden. 

Bemerkung. Diese Bedeutung für die Festigkeitslehre allein 
würde hinreichen, das Studium der betrachteten Momente als besonders 
wichtig erscheinen zu lassen. Sie sind aber auch unentbehrlich für 
gewisse mathematische Berechnungen, die wiederum für die Mechanik 
von Wichtigkeit sind. Auch dafür sollen einige Beispiele gegeben 
werden. Es wird sich besonders um abgeschrägte Säulen und um 
Drehungskörper handeln. 

47) Aufgabe. Den Schwerpunkt eines Cylinderhufs zu 
bestimmen. 

Auflösung. Ist die Schrägfläche unter 45^ geneigt, so ist das 
statische Moment des Körpers in Bezug auf die durch A gehende 

Schnittlinie der beiden Ebenen gleich dem 
i-'i» 52. Trägheitsmomente der Grundfläche in Bezug 

auf diese Achse; d. h. 




r'Ä 



Der Inhalt des Körpers aber ist gleich dem 
statischen Momente der Grundfläche in Bezug 
auf jene Achse, d. h. 

M = (r*Ä) r = r^n = J. 

Ist nun D die Projektion des Körperschwerpunktes S, so ist das 
statische Moment des Körpers in Bezug auf die Schnittlinie zugleich 
AD • J oder AD - M, also ist, wenn AD = e gesetzt wird, e - M=^ T, 
folglich 

T 



'=M = 



5 4 



Die einfachsten Trägheitsmomente ebener Flächen. 
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In dieser Entfernung ist ein Lot DE zu errichten , in dessen Halbie- 
rungspuidrte der Körperschwerpunkt liegt. 

Ist die Schragebene nicht unter 45®, sondern unter einem be- 
liebigen Winkel a geneigt, so ist der Körperinhalt J= M - tan a, 
sein statisches Moment also T - tan a. Die Entfernung ÄD wird 



e = 



wie vorher. 



rtan« 
ilf tana 






48) Folgerung. Die Formel ^ = -^ Air die Entfernung der 

Schwerpunktsprojektion gilt in derselben Weise für jeden abge- 
schrägten Körper. Für regelmälsige und symmetrische Grund- 
flächen ist so der Schwerpunkt des abgeschi^gten Körpers leicht zu 
bestimmen. Bei beliebig gestalteten Mächen muTs fiir die Lage von D 
noch eine zweite Koordinate bestimmt werden, was mit Hülfe der 
später zu besprechenden Centrifugalmomente geschieht. 

Aber nicht nur filr abgeschrägte Körper gilt diese Bestimmung, 
sondern, wie gezeigt werden soll, mit entsprechender Änderung auch 
für Sektoren von Drehungskörpern. 



49) Aufgabe. Wo liegt der Schwerpunkt des in Figur 53 
dargestellten halben Drehungskörpers mit kreisförmigem 
Querschnitt? 

Auflösung. Jeder kleine Sektor ACDE läfst sich als ab- 
geschrägter Cy linder betrachten. 
Sind r und q die Radien, so 
hat die Schwerlinie KL eine 
Entfernung 6 von M, die sich aus 



Pig. 53. 



Q*n 



+ Q^Tt . r' 







M Q*7g ' r 

4r 

berechnet. Auf dem mit diesem 

Radius e um M geschlagenen 

Kreise liegen die Schwerpunkte der sämtlichen kleinen Sektoren. Der 

Schwerpunkt des Körpers fällt also mit dem dieses Halbkreisbogens 

zusammen, Demnach ist (vgl. Nr. 9) 

^o 2e 2 _r 2 p* + 4r* P* + ^I* 
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Wichtiger ist das allgemeine Resultat, daüs für halbe Rotations- 
körper von beliebigem Hauptschnitt 

n M 

die Entfernung des Schwerpunktes vom Centrum ist. 

In diesem Punkte ist die Masse des halben Rotationskörpers ver- 
einigt zu denken, wenn man berechnen will, durch welche Centrifugal- 
kraft die eine Hälfte des ganzen Körpers von der andern abgerissen 
werden soll, sobald er schnell um seine Hauptachse dreht. 

Ist -9" die am Einheitskreise gemessene Winkelgeschwindigkeit, so 
ist diese Centrifugalkraft 

2 T 



n M 

Hier ist m = - = — ^ , wenn J der Inhalt, p' das specifische 6e- 

wicht des halben Körpers ist. Nun ist aber nach Guldin J= — r — 
imd das Moment M = F - r^ also ist 

g 7t Fr g 

Zur Kenntnis der Beanspruchung eines beliebig gestalteten Schwung- 
ringes durch die Centrifugalkraft reicht also die Kenntnis des Träg- 
heitsmomentes der erzeugenden Fläche, der Winkelgeschwindigkeit 
und des spezifischen Gewichtes p aus. 

Der vorher behandelte Körper mit kreisförmigem Querschnitt wird 
also beansprucht durch 

Für die Kugel bestätigt sich das bekannte Resultat — ^ Auf- 

gaben solcher Art sind von Wichtigkeit nicht nur für die Theorie 
der Schwungräder, sondern auch für die der sogenannten Centri- 
fugen, bei denen nicht nur die Centrifugalkraft des halben Gefdfees, 
sondern auch der gegen die Wände geprefsten Flüssigkeit zu berechnen 
ist. Die Gestalt der letzteren kann bei groüsen Geschwindigkeiten als 
Rotationskörper eines Kreissegmentes betrachtet werden, wenn das 
Gefäfs kugelförmig begrenzt ist. 

50) Aufgabe. Den Schwerpunkt eines Meridiankeils der 
Kugel zu bestimmen. 

Auflösung. In Bezug auf DE ist das statische Moment der 



1 ,. -^ 









. -_ _>r___x. 
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Halbkreisfläche M=— ~^=^\r^^ das Trägheitsmoment ist T = ^, 
folglich 

T^ JS^ 35r 

8 

Mit diesem Radius 6 ist ein Kreis- / y^ ^ 

bogen Kh zu schlagen, dessen Schwer- '^ 

punkt mit dem des Körpers übereinstimmt. '''' ^ -^ /^^ V\\v^\ 
Die Schwerpunktsentfemung -4S wird 

->L— , wo 5 die Sehne KL^ h den Bogen ^ 

Ä"!^ bedeutet. Ist nun der Keilwinkel gleich a®, so ist h = ^^ töqö? ^^- 
gegen die Sehne 5 = 2 6 sin -^ , also 

e • 2 e sin - - 360 «sin — 360 • 3 «r sin — 

AS ^ = = ,-^ - ^ 

a" 7ta 16 TT« 

oder 

u 
r sin — 

Ist z. B. a = 180«, so wird ^S = i?^ • ^J^-ö = | r, was mit der 
bekannten Entfernung des Halbkugelschwerpunktes übereinstimmt. 



An diesen Beispielen wird man erkennen, von welcher Wichtig- 
keit es ist, von beliebig gestalteten ebenen Flächen die statischen 
Momente, die axialen und polaren Trägheitsmomente, die Widerstands- 
momente und die Schwerpunktslagen zu bestimmen. In Nachstehen- 
dem sind zunächst einige der wichtigeren Querschnittsformen der 
Technik in diesem Sinne behandelt. 

Auf jeden dieser Querschnitte läfst sich ein parabolisch begrenzter 
Diagrammkörper nach Art der Figuren 32, 33, 47 und 48 aufsetzen, 
dessen Inhalt gleich dem axialen oder polaren Trägheitsmomente ist. 
Seine korrekte Konstruktion bietet eine vortrefifliche Übung des räum- 
lichen Vorstellungsvermögens. In der Abhandlung des Herrn Bantlin, 
die in den Vorbemerkungen genannt ist, findet man eine lehrreiche 
Sammlung solcher Zeichnungen. 



Abschnitt III. 

Trägheitsmomente für die wichtigeren Qaersclinitts- 
formen des Bau- und Maschinenwesens.*) 



A. Die Momente. 

51) Reehtecksquerschnitt. 

T —— T = — r = — -4- — — — ("fi» -J- fc*1 
■^1 12 ? -^1 j2 ' '' 12 ^ 12 12 *- ~ " J 



Fläche bed«i 



WO d die Diagonale, F die Fläche bedeutet. 
Widerstandamouient : 



(I)" 



Sonderfall des Quadrates: 
Fig. a. 



W,= 




Quadrat in diagonaler Stellung. Figur 57. 
Jedes der Dreiecke mit Basis AB = by2 hat die Höhe by\ , 
nach Xr. 32 ist also üii jedes in Bezug auf die Basis 

*} In dieser ZuBammeiutoUang werden einige »chon behandelt« Gmndformen 
noch einmiil dargestellt, damit nicht icbeinbare Lflcken entstehen. 
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12 24 



fftr das Quadrat also 



2\ — -Zj — j^ , Fr 1 — W^ — 



12 



24' 

■^ 
12 



6»]/ 2 
12 



52) Rechteckige Gurtungen, die durch Pachwerk verbunden 
und als ein einziger Körper zu betrachten sind. 

^1 i2r N' ^1— , Ä — 6h 

Die andern Grofsen kommen hier nicht in Betracht. 



Fig. 58. 



S 



^^^ • • \ ' 



Flg. 59. 



i;<Vi-"i 



1% 



v| 






ri-'i-^-i 



—TT', 



1 



-t t 









53) I-Träger (Doppel -T- Querschnitt). Figur 59. 



hl?— 6,Ä? 

^1 12 



T = 



12 



T, kommt in Frage, wenn der Träger als Strebe benutzt wird. 



Tr,= 



6Ä 



.3 



F,= 



Äi6J + 2Ä^6* 
6& 



54) Gurtungen mit T- Querschnitt. Figur 60. 

12 " ' 



T = 



Tr= 



6A 



Die andern Grofsen kommen hier nicht in Betracht. 
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55) -{--Eisen (Kreuz -Querschnitt). Figur 61. 

rp _rp _ hh^ + \ b^ _ h{h^ + h,h*) rp _ & (k^ + b, h^) 



12 

TT, = TT, = 



12 ' ^^ 



eh 



Fig. 60. 



Fig. 61. 














/' «^ 









■■'■/^ 



l-JiJ 



-.^r^ U- 



Derselbe Wert für I\ und T^ ergiebt sich für die Diagonal- 
stellung, nur sind dann die Widerstandsmomente andere, nämlich 



w — w _KÄ!_+A^') 



b ( ^» + \ b*) ^ &^Ä« -f Äj b*) 
12Q + ^)V\~Hh + b)V2 



56) C -Eisen (U- formiger Querschnitt). Figur 62. 

Nach Nr. 3) ist 



Fig. 62. 




_ 2h,b'+h,b^_ 

^s — 2 (2Ä, ft + Äj b^) ' 

Die beiden Momente werden 
bh^ ' ^^ 



^1 = 



\K 



12 



^2 = t[*<-v!-2äX]- 

Die leicht zu bildenden Widerstands- 
momente sollen von jetzt ab nicht mehr 
angegeben werden. 



57) T-Träger (einfacher T- Querschnitt). Figur 63. 
Nach Nr. 2) ist 

h _^^' + ^2^2(g^ + ^2) 

2{b,h, + b;\) 



^MgfaeitamomeDte für die wichtigeren Qaerschiiittafon 
Die Momente werden 



2', -}[»,»; + »,*;-*.*;], t,. 

Hg. u. 



Ä,feJ + \b\ 



g:j 



ßlU. 



w 



K I 
+^, I 



58) T-Eisen (gloichacheukligea Winkeleisen). Fig. fi4. 
Es handelt sich um die Differenz zweier Quadrat«, »n dafs nach 

Nr. 3) 

h^ - b\ 
h = — , ^ — "^ , e ^ b — h . 
2 (t* - 6f) ■ 

''* — ''I 
In Bezug auf AB wird T^ ~t~ ' '''^*' '** Bezug auf beide Hcliwer- 

punktsachsen 

T, = r, = ^ 7 -^' — '** (*' - *') 

59) Diagonalstellung des T-Eiseus. Figur <)5. 
Vom Quadrat AEBD sind drei ^^^ ^^ 

Quadrate abzuziehen, wenn man das 
doppelt gezeichnete Winkeleisen er- 
halten will. In Bezug auf AB 
ist also 

(l, -1- fc ¥ b* 2 h* 



Für das einzelne Winkeleisen bleibt 
die Hälfte oder 




.\./ 



2" -i [(»+''!)'-''.'- -'';]■ 

Nun ist aber h ^ [b -\- b^jYl- und 



A' ^ A — e Vz. Demnach wird für die horizontale Schwerpunkts- 

!•__ 1 [((, + (,,)'_(,;_ 2 jj] -*;' (f - 1;) . 

In Bezug auf Achse DE giebt dos doppelte T-Eisen, da 

ist, 

(b+ b.)* — 6t ffti , , ,, ,1 



) T-Eisen. Figur t 



Nach Nr. 3) wird 



6,AJ + 6,k, (2 Ä^ -H 6j) -H tjAj (2 ft^ -I- 2 ftj -I- Ä^) 

Flg. «. 



1— r-1 







61) T-Eisen, ungleichschenkUg. Figur 67. 
Nach Nr. 3) ist 

b,A* -f- 6,Aj (2A, -I- A,) tjA, + fijA, 

• ^ 2"{^V+^'4) ' ^' "^ 2 (fc,A, -H 6,A,) ' 
T, = ~[6,A* -I- 6,ffl^ — 6,a^], 
T, = |rAß'' — A,e' + A.eH. 
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62) DreMck, gleichBchenkliges. 

In Bezug auf die Spitze ist infolge der Verschiebung um * Ä 





63) Trapez. (Annäheningsform fQr den Hakenquerschnitt.) 
Nach Nr. 4) ist 

".— 3(6, + &.)■■ 

in Bezug auf AB hat man durch Parallelogramm und Dreieck 

Abzuziehen ist h^F, so dafs man erhält 



^. -H ('. + •'"•)-*; - 



j. 4; + 4 »,!•, + »1 



Daa andere Moment wird 



— 12^ + -^ L S •" U "•" " e ■ / 2 2 J 

ftftj a(6, — 6,)* 2 (2 B, + t,)' (h, - i*,) Ä 
^ iT "f" "u* ' 144 

-TT+'^'-'ö -'(ä'';+";+2!',!'.)-Ä['';+'':''.+''>:+'':]- 




64) Trapezförmige» T-Träger. 
Nach Nr. 4) ist 

h] (6j + 2 6,) + (2 fc, + \) 3 bghj 
' ^ 8[{6i +b,)h, +26, A,] ' 

In Bezug auf AB giebt das Trapez wie 
vorher j^ (Ä, + 36^), also in Bezug auf 
die Sehwerpimlftaachse 

Das B«chteck giebt ~ (a* — o') , also wird 

Das andere Moment wird 

Aa 6. A« r 4 a 4 4 n 

65) Regelmäfsiges n-E!ck. 

Aus dem polaren Tr^heitsmomente des gleichschenkligen Drei- 
ecks für die Spitze folgt filr das regelmäfsige n-Eck mit Seite h 
und Badius q des einbeechriebenen Kreises das polare Trägheits- 
moment 




folglich sind för jede Symmetrieachse (wie spater gezeigt wird sogar 
für jede beliebige Schwerpunktsachse) die Trägheitsmomente 

I-.-T,--' (12 (.' + !.•}. 
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Dadurch erlült man folgende Reihe von axialen Trägheitsmomenten, 
die fOr jede Schwerpunktsachse der regebnäfsigen Vielecke gelten: 

i) regelmälsiges Dreieck: r= ös Y'^ , denn hier ist (t ^ -g Y'i 

b) „ Viereck: T=^, „ „ „ p = | 

e) ^ Sechseck: T = ^ /a , „ „ „ p = | )^3 

i) „ Achteck: 7=^(11 + 8^2), „ „ ,.e = l{i+V2). 

So könnte man fortfahren. — Beim Ächteck z. B. gestaltet sich die 
Rechnung folgendermaTsen: 

- s^(l + >^)[3(1 + 2 + 2 )/2) + l]-5(l + V2)(10 + 61/2) 
-n'(l+>^ä)(5 + 3V'2)_^(5 + 5V2 + 3y2 + 6) 

-S (11 + 8/2)- 
Führt man in die Formel des n-Ecks den Umfang m ^ ein, so 
geht sie Ober in 

^. - ^. - "^/(läf' + 3 - 11 (12»' + il) 

66) Kreisfläche. Für n ^ ra folgt aus der Formel filr das 
r^elmäfBige »-Eck, wenn man u = 2pn einsetzt, 

oder, wenn man den 
Durchmesser (/ ein- 
führt, 

04 ' 
d agegen, w i e in N r.42, 

T ='^- 
-''' 32 

67) Fläche des concentrisehen Kreisrings (Hohlsüule). 




68) Fläche des Halbkreises. 

Nach Nr. 6) ist K = ^, in Bezug auf AB ist nach vorigem 
F.» w. Beispiele ^^^ ^^^ 

j ■'^ ™ 128 ^ "8" ■ 

^-■^^--^ Demnach wird für EF 

/--^- ---. " T.-^f-kl'^ 



Dagegen ist T^ = 



(Abgerundet T, = 0,llr*.) 



' U 9«/ T^ 8 \4 9a} 

) Fläche des halben coiicentri.'^chen Kreisrings (Halb- 




Nach Nr. 6) ist h. 
aufserdem für AB 

folglich 






l(^~r\), r, = J(^-r;)- 




70) Querschnitt der Flügel- 
achse und der Säule mit Ver- 
I Stärkungsrippen. 

Die Technik betrachtet die Quer- 
I schnitte der Verstärkungsrippen an- 
_ genähert als Rechtecke. 

Der Kreis giebt -^, die senk- 

j recht stehenden Rechtecke nach der 

j Formel für einfache Gurtungen 

-(A' — rf*), die horizontal liegenden 



r 
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r>i 



2 *; g = ^g', man erhält also T, = T, = |f + }, [h (A»-.P) + Ä, ¥\. 
Das polare Moment ist Tp = 2T^. 

71) Fläche des Viertelkreises. 

Für AB hat man T=—^, der Schwerpunkts- 



Flpf. 7H. 



abstand ist h. 



Ar 



, daraus folgt (vgl. Nr. GS) 



r'n 



2 r*7r 



r*7r 



ITT rp ^ *» r« ' ^^ ^ ^ 16 *" ^ _^ 

•^l •*« ii; ' « J. 1A o"-:-* 



IG 



9 7t' 









/ ( 






-/ *24 


/ 

^ 




7 ^ ' 
1 1 

}.: ■ \ 
' ■ '■ ■ ( 


-■ 





^ Ll6 93tJ' ^'^ '^ L» ÖttJ- 



4» 



72) Flache des allgemeinen Kreisausschnittes (Sektors). 
Vorläufig kann nur das polare Trägheitsmoment berechnet werden. 



Für die Kreisfläche war dieses 



r'n 



2 ' 



also 



Fig. 70. 



ist es fär den Sektor in Bezug auf den 
Punkt M 



T== 



r*Ä a° 



2 360** 



'720" 



Nach 




sobald a in Graden gegeben ist. 

Nr. 10) ist 

j 2 rs /h =^ Bogen\ 

"' ~ Yb \s == Sehne / 

folglich i.st für 6' 

^' = "^20"""^ •'*"^:fGÖ= ¥go L2 "^J- 

Zur Ableitung der axialen Momente sind später zu entwickelnde 
Hülfssätze nötig. 

73) Fläche des Kreisabschnittes 
(Segmentes). 

Auch hier kann zunächst nur das Polar- 
moment berechnet werden. Vom Sektor 
ist das Dreieck abzuziehen, also wird für Jf 



Fig. 80. 



P 720 



Nach Nr. 7 ) ist A., = -^^ i, , also wird 
für den Schwerpunkt S 




.^f 



r*Tta 



sh 



T, = -,^--~(l2h^-\-s^)-h:F, 



r^Ttcc 



Hh 






ist. 



74) Fläche der Ellipse. (Vgl. Nr. 12.) 

Aus der Formel ftir den Kreis mit Radius a folgt durch Yer- 
kleineruug der Sehnen mittels des konstanten Faktors - 

PIg. 81. T ?^ - "'&» 

' 4 ■ o " 4 ■ 

F&r die Achse CD nimmt man 
den kleinen Kreis zu Hfllfe und findet 
mittels des konstanten Vergrörserungs- 
ß_ faktors - 

fp 6'« o ah'» 

-*» ~ 4 6 4 ■ 

Das PoUrmoment wird 

y,--r("' + »")-f(<i' + n 

75) Fläche der symmetrischen Halbellipse. 

Erste Form. Für AB ist 7' = "'^, da aber nach Nr. 12) 
'*. = g - ist, so folgt für die horizontale Schwerpunktsachse 
T = -'— (i^\* t^^ 

dagegen ist T, = "''"', also T, = ^^ - ("A" ^t'- 






Zweite Form. Für AB Ut 2" = ^, nach Nr. 12) ist A. = — , 
also folgt fttr die horizontale Schwerpunktsachse 

T — "'''" _ /Ü!\* ^ 
» 8 U«/ 2 ' 

während T, - ?^' irt. T, - "l" -O''-^' 
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76) Fläche der unsymmetrischen Halbellipse. 

Diese allgemeinere Form läfst sich aus Fig. 82 durch Hori- 
zoittalTerschiebung der Elementarstreifen 
herstellen, wobei weder das statische Fig. 84. 

Moment, noch die Schwerpunktshöhe, noch q ^ 

das axiale Trägheitsmoment fOr Ali ge- jy 

ändert wird. Die Fläche der Halbellipse 
bleibt dabei - - , oder, da A = «jsiny ist, 
F= ' ' — ^. Femer ist K^ j- , ebenso 
CS =. i^, CE = ^^ cos Y = e.. Für 
AB ist 



y, ^ y ^r 



_ fc, (a. ai n y)'»i 




= -r «j Sin' y = - A" , 
folglich für die horizontale Schwerpunktsachse 

» 8 Uni 2 8 \ 3« 



jTg kann mit Hülfe von Tp berechnet werden, denn fÖr C ist, wenn 
a und h die wirklichen Halbachsen der Ellipse bedeuten, nach Nr. 74 

r;_!|5 („. + (,.)_»•(„. + (,.). 

Diese Halbachsen a imd fr kann man mittels der aus der Geo- 
metrie bekannten Formeln 



a' + h' 
ab — 



■«'!+»;. 



berechnen, was aber hier überflüssig ist. Einsetzung giebt nämlich 
sofort 



r, - 



^ (»;+';) =!(«:+'•;)■ 



Für die durch C gehende Vertikalachse wird 

Verschiebung um e. = "* """^ giebt für die senkrechte Schwerpuukts- 
acbse HJ 
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Hier ist 



T, - f[^±4^ - (i^-^)']- 



2 



es wird also 



a^ — h = a^ — ttj sin a = a^ cos a , 

^ ^V a\co%^a^h\ _ / 4 g^ cos y xH 

Endlich ist noch für S 

Polarmomente fiir EUipseuabschnitte und Ellipsenfaktoren lassen 
sich aus den für Kreisabschnitte imd Kreisausschnitte berechneten 
Momenten leicht ableiten. 

77) Elliptischer Ringquerschnitt. Sind a^ und a^ die grofsen, 
\ und \ die kleinen Halbachsen, so wird 



Fig. 85. 



8 



^1 = - -4 4— = -4 («1^ — «.^) • 

Ebenso 

T,= T, + r, 

Hier ist zu bemerken, dafs die Wand- 
stärken verschieden ausfallen. Ist a\a^=^ 
6 : &! , so erhält man ähnliche Ellipsen. 
Nimmt man die Wandstärke überall gleich 
grofs, so wird die eine Curve eine solche 
4***° Grades, und zwar die Parallelcurve der Ellipse. Bei geringen 
Wandstärken ist jedoch der Unterschied so klein, dafs er für praktische 
Berechnungen vernachlässigt werden kann, so dafs die gegebenen 
Formeln fortgelten. 




78) Elliptischer Halbring. 
Momente in Bezug auf AH'. 



Gleichung für die statischen 



folglich 



h . F =^ *-' F —^F 
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Ä.= 



4a, 
Sn 


2 


4a, 
8n 


«1 


2 


Ä 




4 


«?*l- 


-alb^ 




a,fc, n 


««^ 


7t 








3ä 


a,b.- 


-Hh 



Fig. 8Ca. 



In Bezug auf AB ist 

^ = I K^ — ^2*2) 7 
folglich in Bezug auf die Schwerpunktsachsen 

^i = 8 W*i "" ""^J — *! • -2(«i^ — «2*2)^ 

^2 = |(«i^' — «2'^); ^,. = ^1 + ^2- 

Auch der schräge (unsymmetrische) Halbring 
läfst sich im Anschlufs an Nr. 76) behandeln. 

B. Bemerkungen und numerische Beispiele. 

79) Eine grofse Anzahl weiterer Ubungsbeispiele über die Quer- 
schnittsformen des praktischen Maschinenbaues liefse sich hier an- 
schliefsen. Einige sind durch Zeichnungen angedeutet. Figur 86 b, c, d, e. 
— In der Regel beschränkt sich aber die Praxis auf die behandelten 
rein schematisch aufzufassenden Formen. 




Fig. 86 b. 



Fig. 86 c. 





Sind die Querschnitte nicht einheitlich, sondern in ihren Teilen 
durch Nieten mit einander verbunden, so ist darauf zu achten, dal's 
mindestens der Einflufs der Nietlöcher berücksichtigt werden mufs. 
An einigen der Zeichnungen ist dies angedeutet. Bei Gurtungen, 
die grofse Entfernungen von der neutralen Achse haben, kann der 
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\ 



Fig. 8Gd. 



Fig. 860. 




Einflufs sehr grofs werden. Die Nieten werden in möglichst geringer 
Zahl in denselben Querschnitt gelegt, damit die Festigkeit nicht 

zu stark vermindert werde. In 
den Zeichnungen ist dies durch 
Schraffierung angedeutet. 

Die nachstehenden Übungs- 
aufgaben soUen nicht etwa die 
Festigkeitslehre ersetzen, sondern 
sie setzen diese voraus. Es soU 
nur gezeigt werden, wie mannig- 
faltig die Anwendung der bisher 
erläuterten Begriffe ist. Die Mafse 
sind in Millimetern gegeben. 
Neuerdings wird auch mit Centi- 
metern gerechnet. 

80) Aufgabe. Bei. einem 
T-Träger sei Äji = 160mm, 7*2 = 20 mm, h^ = 20mm, 62= 100mm. 
Wie grofs ist das wichtigste Trägheitsmoment und wie grofs sind 
die Widerstandsmomente (oder Querschnittsmoduln)? 

Auflösung, y; = 115 mm, also yi' = 65 mm, T, = 17 040000, 





W, = -4 = 262200, W, 
^ y» 7 2 



-4. = 148 200. 



81) Aufgabe. Bei einem I - Träger sei die Gesamthöhe h = 400 mm, 
die Teilhöhen \ = 368 mm, h^ = 16 mm, aufserdem 6 = 140 mm, 
62 = 16 mm, also b — 62 = 61 = 124 mm. Wie grofs T, und TT? 

Auflösung. y, = 200mm, 1;,= 23 1690000, T7i = 1^2 = 1 158000. 

82) Aufgabe. Bei einem PI- Eisen sei h = 100 mm, h^ = 80mm, 
also 7*2 = 20 mm; 6 = 20 mm, \ = 200 mm, also 62 = 160 mm. Wie 
grofs T,, TTj und W^? 

Auflösung, y; = 32 mm, y,' =68 mm, T, = 6 390 000, W^= 197 000, 
W^ = 93970. 

83) Aufgabe. Bei dem yv-Eisen der Fig. 65 sei 6= 100 mm, 
62 = 20 mm. Wie grofs T. , W^ und W^ ? 

Auflösung. y;=46mm, y;=39mm, T,= 1360000, 1^1 = 29600, 
TT, = 34 900. 

84) Aufgabe. Eine schmiedeeiserne Achse von 2 m Länge soll bei 
einer zulässigen Spannung von 5 kg eine Last von 20 000 kg in der Mitte 
tragen. Wie stark ist sie bei kreisförmigem Querschnitt zu nehmen? 

Die Festigkeitslehre giebt die elementar abzuleitende Gleichung 

Y • 2^ = ^- Ä Daraus folgt — = ^ S, also 
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^ iVsPT i/8 . 20000 . 2000 ,.„. 

(1=1/ —^ = 1/ = r^ 274 mm. 

85) Aufgabe. Ein I- Träger von den Dimensionen h = 400 mm, 
Ä2 = 30mra, also Äj = 340mm, 6 = 200 mm, &^ = 25mm, also 
b^ = b — h^ = 175 mm, habe 6 m Länge. Wie stark darf er, zwei- 
fach frei aufliegend, in der Mitte belastet werden, wenn die zulässige 
Spannung 7,5 kg betragen darf? 

AuflösuDg. Die Festigkeitslehre giebt die Traggleiehung 

ASW 6Ä^ — 6,Ä? 
P = — ^— , und zwar ist W= g^— '-= 2468000. Es folgt 

P = 00 12340 kg. 

86) Aufgabe. Eine schmiedeiseme Achse von 2 m Länge und 
274 mm Durchmesser sei bis zur Hälfte des Radius ausgebohrt. Wie 
stark darf sie bei 5 kg zulässiger Spannung belastet werden? 

Auflösung. Zunächst ist Tr=-^-^,^ = 1890000. P=^- 
giebt 18 900 kg. 

87) Bemerkung. Bei gleichmäfsiger Belastung über die ganze 
Länge gilt für den frei aufliegenden Träger die Formel P = — • 

Der Krümmungsradius des Trägers wird an jeder Stelle berechnet 

TE aE 
aus Q = -^yr- = -^-, wo T das Trägheitsmojment, E der Elastizitäts- 
modul des Materials, M das biegende Moment ist. 

Hat z. B. ein schmiedeisemer Freiträger rechteckigen Querschnitts 
von 6 = 50 mm und h = 90 mm am freien Ende die dem Tragmodul 

<r 9A AAA 

entsprechende Probelastung {S= 15 kg), so ist q= —^^ — =60 000 mm 
= 60 m. 

Für die Strebfestigkeit giebt die elementare Annäherungsmethode 

P = — y,-, die genauere Eulersche Methode P = Y~ir ^^^ ^^^ 
sogenannten ersten Fall. 

88) Aufgabe. Der Querschnitt einer hohlen Säule mit vier 
Verstarkungsrippen habe die Dimensionen (7 =200 mm, dj^ = 160mm, 
also Wandstärke d = 20 mm, ferner sei für die Rippen b = 20 mm, 
A = 60 mm. Wie grofs ist das Trägheitsmoment T? 

Auflösung. 

T = ^ (200* — 160*) + ^ [(200 + 120)» — 200»] + -^ • 20» 

= 87 731 000. 
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89) Aufgabe. Ein Schleifstein habe den Radius r = 1 m und 
das Gewicht 1000 kg. Wieviel Drehungsenergie besitzt er bei 1, 2, 3 
Umdrehungen in der Sekunde? 

Auflösung. Bei einer Umdrehung in der Sekunde ist die Energie 

bei 2 Umdrehungen 

E^ = 4- 1006 = 4024 mkg, 
bei 3 Umdrehungen 

jBj = 9 . 1006 = 9054 mkg. 

90) Aufgabe. Ein Schwungring wiege 20 000 kg und habe die 
Radien r = 4 m und r^ = 3,6 m bei einfach rechteckigem Querschnitt. 
Wie grofs ist seine Drehungswucht (Energie) bei 1, 2, 3 Umdrehimgen 
in der Sekunde? 

Auflösung. 

■^ ~ 2 ' 

folglich 

demnach 

E^ = 4' 582720 = 2330880 mkg, E^ = 9' 582720 = 5244480 mkg. 

91) Aufgabe. Ein Schwungring habe die Radien r = 3 m und 
r^ = 2,8 m und das Gewicht 10 000 kg. Jeder der sechs Radarme 
wiege 300 kg, je zwei davon mögen als ein Rechteck von der Diagonale 
d =2 r^ betrachtet werden. Wie grofs ist die Drehungswucht bei 
1, 2, 3 Umdrehungen in der Sekunde? 

Auflösung. 

T= '^ , " + 3 . 600 ■^{2r,)\ 
wo 

ist. Es wird 

E^ = 26 400 mkg, E^ = 105 600 mkg, E^ = 237 600 mkg. 

92) Bemerkung. Wirken an einer irgendwie gestalteten Scheibe 

drehende Kräfte Pi , jPs > JPa • • ^^ ^^^ Radien Qyy Q27 Qsy •• • ^^^ ^^^ 
T das gesamte Trägheitsmoment, so wird die dem Radius 1 ent- 
sprechende Winkelbeschleunigung 



2 


1 ' 


u wvyv, ^2 


m^ — 


10000 

9,81 y 


♦M 600 
'^ 9,81 
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ZpQ 

und die Bewegungsformeln, die den drei Fallformeln entsprechen, 
werden 

a- = y^, w = \ yfi, d^ = y2yw~. 

93) Aufgabe. Um die Achse einer Kreisscheibe sei ein Faden 

geschlungen, der am freien Ende festgehalten werde, so dass die 

Scheibe nur drehend fallen kann. Wie schnell fällt sie und wie 
grofe ist die Fadenspannung? 

Auflösung. Arbeit der Schwerkraft gleich der Energiesumme 
aus der fortschreitenden und drehenden Bewegung, also 

m-+ T—=ph. 

Die Drehungsgeschwindigkeit am Achsenradius q ist gleich der Fall- 
geschwindigkeit r, folglich ist die erstere, am Radius 1 gemessen, 

^ = — , also wird 

die dritte Fallformel wird also 



o-V^^^h^)"- 



so dafs, wie aus v = y2g^ h folgt, die Beschleunigung des Falles wird 

Die Fadenspannung wird gleich g — g^, 

94) Aufgabe. Eine Kreisscheibe werde mit den Achsenenden 
auf zwei schräge Leisten gelegt und rolle so, ohne zu gleiten, auf 
schiefer Ebene herab. Welcher Art ist die Bewegung? 

Auflösung. Wie vorher wird 



oder 



also 



2 • 


mr* 
2 


2e' 


— mgh 


v«2( 
2 


2p' 


1 


= 9h 


'9( M . 


i\h 


/9.1 2e' „„i„„\. 



+ 2^«^/"^ Y -\r«+2p^ 
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wo l die Länge, a den Neigungswinkel der schiefen Ebene bedeutet. 
Die fortschreitende Bewegung hat also die Beschleunigung 

2 ^' sin a 

95) Aufgabe. Eine Rechtecksscheibe schwinge als Pendel um 
eine senkrecht auf ihr stehende, durch den obersten Punkt der 
Mittellinie gehende Achse. Wie grofs ist die Schwingungsdauer?, 

Auflösung. Für ein mathematisches Pendel ist t = 7cy—, hier 

ist l = -^- , wo T^ das polare Trägheitsmoment in Bezug auf den 

Drehungspunkt A, M. das statische Moment in Bezug auf diesen 
Punkt bedeutet, also 

"»12 + "»W J _ d*+ah* 

h ~ 6Ä ' 

WO d die Diagonale des Rechtecks ist. Also wird 



= .]/^ 



t-^n.- +3^' 



^gh 



96) Aufgabe. Ein Pendel bestehe aus einer Scheibe vom Radius r 
und dem Gewicht p^ und einer Stange von der Länge l und dem 
Gewicht p^. Wie schwingt es? 

Auflösung. Wird die Stange als Rechtecksscheibe betrachtet, 
so ist für sie in Bezug auf den obersten Punkt 

^» = -12" + '^ 1 2 ; • 

Ist das Rechteck sehr schmal, so ist d = h zu setzen und man erhält 

Für die Scheibe ist 
Das gesamte Trägheitsmoment also wird 



Das statische Moment wird w^ (r + 4" ^ * ö^ > folglich ist die 
reducierte Pendellänge 



3 

2 
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Z = Z = ^ *•* ' + 2 (^ + 0'] + Wf 3 ^ 3p^[r'+2(r + 0«] + 2w,l« 



Dies ist in ^ = xy— einzusetzen. 



9 

97) Aufgabe. Eine kurze cylindrische Triebwelle soll bei 
zulässiger Schubspannung S ein Moment P • R (in Kilo- 
grammen und Millimetern) übertragen. Wie stark ist sie 
zu nehmen? 

Auflösung. Die Festigkeit giebt die Traggleichung PR = S Wp, 

wo Wp = — Tp ist. Also: 

pp ^ ^d* 2 Sytd^ 



32 d 16 

Demnach muTs werden 



=v 



Beispiel. Sind 10 000 kg am Kurbelradius 500 mm wirkend zu 
übertragen, und ist 6 kg pro qmm die zulässige Spannung, so wird 

16 . 10000 . 6ÖÖ .ßo TT 4. A ^ Ol 

== '^ 162 mm. Laist man nur 4 kg Spannung 

zu, so wird d = 204 mm. 

98) Bemerkung. Die Kraft P wirke stets am Radius R, dann 
ist die Leistung bei einer Umdrehung 2RitP in Millimeter- Kilo- 
grammen, bei n minutUchen Umdrehungen hat man das w- fache, 

also auf die Sekimde reduciert die Arbeit ^7: Dividiert man 

durch 75000, so hat man die Leistung in Pferdestärken. Ist die 

Anyjilil der letzteren N^ so ist also N = -tt: — ^ttttax • also 

PE = 716 200-. 

n 



Setzt man dies in die letzte Formel ein, so folgt als Wellenstärke 

-1/ 16 ' 71 

V 7tt 



.716 200 jT 
'S n 



99) Aufgabe. Eine kurze schmiedeiseme Welle soll 200 Pferde- 
starken bei 120 Touren übertragen. Wie stark mufs sie genommen 
werden, wenn 6 kg Spannung zugelassen werden? 

Auflösung. 

^_|/ I6.7i6 200 ^ 100 nun. 
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100) Aufgabe. Die Panzerfregatte „König Wilhelm" hat eine 
Maschine von 8325 indicierten Pferdestärken bei 63,86 Touren. Wie 
stark müfste die schmiedeiseme Schrauben welle zu nehmen sein bei 
6 kg zulässiger Spannung? 

Auflösung. 

, i /16 716 200 ssiT .jQA _ 

^ = K n-^ '^0 = '-' 430 mm. 

Der Erbauer hat 457 mm genommen. 

101) Bemerkung. Die Lehre von der Drehungsfestigkeit zeigt 
elementar, dafs die Verdrehung in Graden 

360 IS 



d' 



dnG 



wird, wenn l die Länge der Welle in Millimetern, S die Rand- 
spannung, d der Durchmesser und G der sogenannte Gleitungs- 

modul (^ des Elasticitätsmodulsj ist. Nach Nr. 97) ist aber S= — ^3- , 

setzt man dies in die vorige Gleichung ein, so wird 

360I16PJB 1 , -|/36ÖTl6]PÄ 

oder, wenn man die Tourenzahl und die Zahl der Pferdestärken 
einsetzt. 



360/16 ■ 716 200 iV^ , , n /360 1 16 • 716 200 N 
%. = .4 >^ , also (1=1/ ^-Yn 

Setzt man nun fest, dafs die Verdrehung einer längeren Transmissions- 
welle höchstens ~ Grad auf das laufende Meter betragen soll, so ist fiir 

d- der Werth --, für l der Wert 1000 einzusetzen. Dann folgt als 
nötige Wellenstärke 



4 j — 



360 . 1000 . 16 PB 



7t*G ' 

oder, wenn Pferdestärken und Tourenzahlen eingesetzt werden. 



d=]/*^ 



360 • 1000 . 16 • 716 200 N 
n*G «" 



102) Aufgabe. Eine schmiedeiseme Welle habe 5 m Länge und 
120 mm Dicke, die Randspannung sei 6 kg. Um wieviel Grad ver- 
dreht sie sich dabei, und um wieviel auf das laufende Meter? 
(G = 8000 zu setzen.) 
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Auflösung. 

860/5 860 5000 6 c^^qo 

^ ^ in^ = 120 . or . tÖOÖ = '^ "^'^^^ 

also um 0,716® auf das laufende Meter. 

103) Aufgabe. Eine schmiedeiseme Welle von 4 m Länge soll 
eine Kraft von 5000 kg am Radius 500 mm übertragen. Ihre Dicke 
sei 150 mm. Um wieviel Grad verdreht sie sich? 

Auflösung. 

860/ 16 PJg 860 • 4000 • 16 5000 - 6 00 - .^q 

^ ~ d'n^G ~ 150* . ?t* 8000 ~ '^ ' 

also um 0^36® auf das laufende Meter. 

104j Aufgabe. Eine schmiedeiseme Welle übertrage bei einer 
Lange von 3 m und einer Dicke von 200 mm 300 Pferdestärken bei 
100 Touren. Um wieviel verdreht sie sich? 

Auflosung. 

360/16 » 7 16 200 N 860 8000 • 16 716 200 300 . «^ 

~" d^^G n ~ 20()*Tli»"^0ÖO ~ '^ ' 

also 0,1® auf das laufende Meter. 

105) Aufgabe. Eine schmiedeiseme Transmissionswelle soll bei 
- Grad Verdrehung auf das laufende Meter 10000 kg am Kurbelradius 
500 mm übertragen. Wie stark ist sie zu nehmen? 

Auflösung. 



=v 



4-360 1000 • 16 . 10000 • 600 -^^ 

n^-rmo = ^ ^^'' ''''^' 



106) Aufgabe. Eine SchiflFsschraubenweUe soU 100(K) Pferde- 
stärken bei 70 Touren übertragen. Wie stark fällt sie aus bei der 

Berechnung auf Verdrehung ^ Grad auf das laufende Meter? Wie 

stark bei Festigkeitsberechnung und 6 kg zulässiger Spannung? 
Auflösung. 

d = 415,6 mm bezw. 442,85 mm. 
Letzteres ist zu wählen. 

107) Bezüglich der Wellen von nicht kreisförmigem Querschnitt 
sei darauf hingedeutet, dafs man die polaren Trägheitsmomente, wie 
St. Venant bewiesen hat, nicht ohne weiteres anwenden darf. Der 
Grund liegt darin, dafs die Querschnitte bei der Verdrehung nicht 
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eben bleiben, was beim Kreisquerschnitt unter gewissen Voraus- 
setzungen als richtig angenommen werden darf. Dagegen behalten 
die polaren Trägheitsmomente für andere dynamische Fragen ihre 
Bedeutung vollkommen bei. 

108) Bezüglich der Biegungsfestigkeit sei noch hingewiesen auf 
die Zapfenberechnungen, auf die Profilbestimmung für Körper 
von überall gleicher Biegungsfestigkeit, z. B. auf die Kem- 
körper der Balanciers, E^rummzapfen, Flügelachsen, Konsolen und dgl., 
auf die Formengebung der Haken, auf die Querschnitte gleicher Festig- 
keit für Gufseisen und anderes Material, bei dem die Tragmoduln für 
Zug und Druck verschieden sind. Auch hinsichtlich der Strebfestig- 
keit treten Profilbestimmungen entsprechender Art auf. Dies alles 
findet sich in den besseren Lehrbüchern über Festigkeit und Elasticität. 

Es empfiehlt sich, für die gebräuchlichsten Querschnitte eine 
Tabelle anzufertigen, in der für jeden der Flächeninhalt, die Schwer- 
punktslage, das Trägheitsmoment, das Widerstandsmoment u. s. w. 
anzugeben sind. Jede Formel ist dabei möglichst weit auszurechnen, 

so dafs z. B. in ^j— r, ^ d\ — -^^~ ^^ die Faktoren von r. d^ und 6* 

durch die entsprechenden Zahlen ersetzt werden. Dabei genügt eine 
Genauigkeit auf drei Stellen für das praktische Bedürftiis vollkommen. 
Reiches Ubungsmaterial nebst Resultaten findet man in den 
Katalogen der Hüttenwerke und in den Tabellen einiger Lehrbücher 
der Festigkeitslehre. 
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Centrifugalmomente und Trägheitsmomente 

ffir beliebige Achsen. 



109) In den vorigen Abschnitten wurden die Trägheitsmomente in 
Bezug auf besonders bequem liegende Achsen, meist Symmetrieachsen, 
berechnet. Gewisse Aufgaben der Festigkeitslehre und der Dynamik 
beanspruchen aber ihre Kenntnis für ganz beliebig liegende Achsen. 
Der Fall der Parallelverschiebung ist schon in Nr. 27) abgethan. Es 
fragt sich, welche Änderungen eintreten, wenn man die Achse um irgend 
einen Punkt dreht. Auf was es dabei ankommt, das ergiebt sich aus 
folgender Aufgabe: Die Trägheitsmomente einer Fläche in 
Bezug auf zwei aufeinander 
senkrechte Achsen OÄ und OB 
seien bekannt; wie grofs ist ihr 
Trägheitsmoment in Bezug auf 
eine Achse OA^^ die mit OÄ den 
Winkel a bildet? 

T=yjY und 



Fig. 87. 



Auflösung. 



\^ 



T = ^ fx^ seien die bekannten 

auf 0-4 und OB bezogenen Trägheits- 
momente einer gegebenen Fläche. 
In Figur 87 ist ein Flächenteilchen 
f dargestellt, dessen Entfernungen 
von diesen Achsen y und x sein 

mögen, während es von den neuen Achsen OA^ und OB^ die Ent- 
fernungen ri und I hat. Dann ist 

r^ = DE—CE 




folglich 
oder auch 



n 



2 



= y cos « — X sm « , 
y^ cos^ a + x^ sin^ « — 2xy sin a cos a 



1^2 __ y2 j.Qg2 ^ _j_ ^a gjjj2 ^ — xysm2a, 

UolsmUller, Ingenieur - MaUiematik. I. 



66 



Abschnitt IV. 



Fig. 88. 



Folglich ist das Trägheitsmoment des Teilchens f in Bezug auf OA^ 

ftj^ = cos^ afy^ -\- sin^ afx^ — ^in2 afxy, 
und das gesuchte Trägheitsmoment der Gesamtfläche 

Bezeichnet man den Ausdruck ^ fxy mit Mxy, so hat man die 
Gleichung 

T^ = cos^a Tx + sin*« Ty — 8in2a Mjcy, 

Der Ausdruck M^p wird aus später anzugebenden Gründen der 
Dynamik als das Centrifugalmoment oder auch als das Deviations- 
moment der gegebenen Fläche in Bezug auf die X-Achse und Y-Achse 
bezeichnet. Kann man ihn für eine gegebene Fläche berechnen, so ist 
die oben gestellte Aufgabe gelöst. Es wird sich aber zeigen, dafs durch 
die Kenntnis der Centrifugalmoinente noch eine ganze Reihe anderer 

Aufgaben lösbar wird, so dafs es 
sich der Mühe verlohnt, sie ge- 
nauer zu untersuchen. 



110) Veranschaulichung 
des Centrifugalmomentes 
einer Fläche. 

In Figur 88 ist eine Fläche F 
als Grundrifs gezeichnet und auf 
ein Koordinatensystem OÄ und 
OB bezogen, so dafs z. B. das 
Teilchen / von beiden Achsen 
die Entfernungen x und y hat. 
Nach Obigem handelt es sich 
danmi, für den Ausdruck fxy 
eine Deutung zu finden. 

Man denke sich über jedem 
Flächenteilchen /* eine Säule von 
der Höhe Xy also vom Inhalte fx 
errichtet, dann ist ihr statisches 
Moment in Bezug auf die Achse 
OÄ gleich fxy. Diese sämtlichen 
Säulen bilden aber einen senk- 
rechten Cylinder (bezw. ein Prisma) 



AufriTs 



/ \ 



45' 



7t 'JT 



B 



X- 



Gruiidrir» 



o 



->\ 




A 



über der Fläche, der durch eine durch OB gehende und unter 45^ 
geneigte Ebene schräg abgeschnitten ist. Dieser ist im Aufrifs dar- 
gestellt. 
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Die Summe aller Ausdrücke fxy bedeutet also das stati- 
sche Moment des über der Fläche F stehenden und so ab- 
geschrägten Cylinders in Bezug auf die Achse OA, Dies ist 
zugleich die Veranschaulichung desCentrifugalmomentes der 
Fläche F in Bezug auf die beiden- Achsen. 

Statt dessen hätte man über jedem Teilchen f auch eine Säule 
von der Höhe y errichten und das statische Moment in Bezug auf 
die Achse OB bilden können. Dies hätte ebenfalls fxy gegeben. 
Schlügt man also den über F stehenden Körper durch eine Ebene 
ab, die unter der Neigung 45® durch OA geht und sucht man das 
statische Moment in Bezug auf OB^ so findet man dasselbe Centri- 
fügalmoment wie vorher. 

Gerade wegen dieser Symmetrie gegen x imd y, die in ihrer 
Bedeutung vertauscht werden dürfen, empfiehlt sich für das Centri- 
fugalmoment die Bezeichnung Mxy* 

Macht die Berechnung für die eine Auffassung Schwierigkeiten, 
so versuche man es mit der andern. Einige Beispiele werden dies 
näher erläutern. 



111) Aufgabe. Das Centrifugalmoment des 
Rechtecks in Bezug auf dessen Seiten 6 und 
h zu bestimmen. 

AuflöBimg. Geht die abschrägende Fläche 
durch hy so ist der Inhalt des Körpers 

Das statische Moment in Bezug auf h ist dann 



Kg. 89. 
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Fig. 90. 



Der Wert 



M: 



b*h' 



*y 



ergiebt sich auch bei der andern Auffassung, 
wo die Abschrägung durch h gewählt ist. 

112) Aufgabe. Das Centrifugal- 
moment der Kreisfläche in Bezug auf 
zwei einen rechten Winkel bildende 
Tangenten zu bestimmen. 

Auflösung. Der Inhalt des Schrägkörpers wird bei beiden Auf- 
fassungen (r^3t)r = r^Jt. Der Schwerpunktsabstand von der Moment- 
achse ist r, 




also wird M^y = r^% • r = r^n = -^e" 



5* 
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113) Anwendung desCentrifugalmomentes auf dieSchwer- 
punktsbestimmung abgeschrägter Körper. 

Über einer Flache F stehe eine senkrechte Säule, die durch eine 

Ebene von zunächst 45® Neigung abgeschrägt werde. Nach Nr. 21) 

ist ihr Inhalt J gleich dem statischen Momente Jf, in Bezug auf 

die Schnittlinie OB der Schrägebene mit der Grundfläche, und die 

Schwerpunktsprojektion des Körpers hat nach Nr. 48) von OB die 

Entfernung 

Ty Trägheitsmoment 

« My statisches Moment 

wobei beide Momente auf OB bezogen sind. 

Die andere Koordinate y^ wird mit Hülfe des Centrifugalmomentes 

berechnet, wenn man dieses selbständig ermitteln kann. Das statische 
Moment des Körpers in Bezug auf OA ist nämlich nach Nr. 110) 

y^J=Mryj 

also erhält man 

Mxy Mxy Centrifugalmoment 

^» J My statisches Moment 

Die Koordinaten y^ und x^ verhalten sich also wie das Centrifugal- 
moment zum Trägheitsmoment. 

In dem genannten Punkte ist auf der Grundfläche F ein Lot 
bis • zur Abschrägungsfläche zu errichten, dessen Höhe gleich x^ wird. 
In der halben Höhe befindet sich der Körperschwerpunkt. 

Ist die Neigung der schrägen Schnittebene nicht 45®, sondern 
eine beliebige, so bleiben die Koordinaten für die Projektion des 
Schwerpunktes dieselben. Die Höhe des zugehörigen Lotes wird 
x^ ' tang cc. Im Halbierungspunkte desselben befindet sich der Körper- 
schwerpunkt. 

Damit ist zugleich die Lage der 
^*8 »1 Resultante des seitlichen Wasserdrucks 

gegen beliebig gestaltete ebene Flächen 
vollständig bestimmt. 

'^^^ 114) Aufgabe. Über einem Halb- 

\ kreise mit dem Durchmesser OA 

\ stehe ein abgeschrägter Körper, 

•* \ dessen Schnittebene durch die 

.| Tangente OB geht. Der Schwer- 
punkt des Körpers soll bestimmt 
werden. 
Auflösung. Die Koordinate x^ für die Projektion des Körper- 
schwerpunktes wird 
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My 



_ 
~8~ 



+ »•' 



r*« 



r*n 



r . 



Dagegen wird 



V = 



Mry 
J 



Mxy 
My 



Hier handelt es sich um einen Fall, wo das Centrifugalmoment 
aus Symmetriegrönden besser mit Hülfe der andern Abschrägung 
berechnet wird. Der Inhalt des neuen Körpers wird bei 45® Neigung 

der Schrägfläche nach Nr. 21) J = -- • — = ^ H, der Hebelarm fiir 

das statische Moment in Bezug auf OB ist r, also ist Mxy = 
So folgt schliefslich fiir den zuerst betrachteten Körper 



V. 



y 



r^n 



8n 



.5 



Fig. 92. 



Aufrifs 



Das an der Stelle x , y errichtete Lot hat die Höhe ' r. In 

der halben Höhe, d. h. in der Höhe ^ ^ j befindet sich der Körper- 
schwerpunkt. Bei anderer Neigung 
ist mit tang a zu multiplizieren. 

Der Abstand y^ entspricht dem 
des Schwerpunktes der Kreisfläche 
von OA, Es fragt sich, ob dies 
in allen Symmetriefällen stattfindet; 
wie sich sofort zeigen wird, ist 
diese Frage zu bejahen. 

115) Der Fall der symme- 
trischen Fläche. Die im Grund- 
rifs gezeichnete Fläche F sei 
symmetrisch gegen CM. Jeder 
Schnitt wie KL erscheint dann im 
Aufrifs als Trapez K^L^L^K^ mit 
der Mittellinie M^ M^. Das Moment 
dieses Schnittes in Bezug auf OA 
ist also ebenso grofs, als ob über 
KL ein Rechteck von der Höhe 
M^M^ stände. Dies gilt für jeden 
der zu KL parallelen Schnitte, 
folglich ist das statische Moment 
des abgeschrägten Körpers in Bezug 
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auf OA ebenso grofs, als das der Säule von überall gleicher Höhe 
M^M^. Folglich liegt die Schwerpunktsprojektion für den 
abgeschrägten Körper in derselben Entfernung y , wie bei 

der gewöhnlichen Säule, d. h. in der Schwerpunktsentfernung 
der Grundfläche. Dagegen hat x^ für beide Fälle verschiedene Lagen. 

Im Falle der Symmetrie ist demnach das Centrifugal- 
moment besonders leicht zu berechnen. Man multipliziert den 
Inhalt des über F stehenden Körpers, der durch eine Ebene ab- 
geschrägt ist, die selbst durch eine zur Symmetrieachse Parallele OB 

geht, mit dem Schwerpunktsabstande der 
Fläche von der zweiten Achse, so dafs 



Fig. 03. 




ist. 






So erhält man z. B. für die vorige Halb- 

4 r r^n 



kreisaufgabe sofort Mxy = 5— • -y = y ^ 

ohne Benutzung der zweiten Abschrägung. 
Ebenso folgt für die nebenstehende 
Halbellipse 

4a abn •, 2 



^'y = Sn 2 



.6 = |a«6^ 



Aus den Anwendungen auf abgeschrägte 
Körper folgen auch solche, die sich auf Drehungskörper beziehen. 



116) Aufgabe. Wie hoch liegt der Schwerpunkt eines 
Guldinschen Drehungskörpers? 

AuflöBXing. Das 
Flächenteilchen f giebt 
bei der Drehung den 
Inhalt 2nfXf sein sta- 
tisches Moment in Be- 
zug auf die durch OA 
dargestellte Grundebene 
ist also 2itfxy, das 
statische Moment des 
Gesamtkörpers in Be- 
zug auf die Grund- 
ebene wird also gleich 

2ic^fxy odeT27tMx,j. 

Bezeichnet man die Schwerpunktshöhe mit h so erhält man 

hJ=2«M . 

a xy 




Centrifugalmomente und Trägheitsmomente fär beliebige Achsen. 71 



Da nach Guldin J=2Q%F=2icMy ist, wo My das statische 
Moment der Fläche in Bezug auf die Achse OB bedeutet, so wird 

Ä2 ^ Mx y Mx y Centrifngalmoment 
» ^nMy My statisches Moment 

Ebenso hoch liegt der Schwerpunkt für jeden Sektor 
eines solchen Körpers. 

Ist der Sektorwinkel unendlich klein, so kann man den Sektor 
als abgeschrägten Körper im obigen Sinne betrachten. Darin liegt 
die Übereinstimmung der Resultate, die sich auch auf den Symmetrie- 
fall ausdehnen lassen. 

117) Der Drehungs- 
körper im Symmetrie- 
falle. 

Ist dieFläche sym- 
metrisch gegen eine zur 
Drehungsachse paral- 
leleGerade,so liegtder 
Schwerpunkt des Dre- 
hungskörpers ebenso 
hoch, wie der der er- 
zeugenden Fläche. Der 
Beweis ergiebt sich aus 
Obigem. 

Hier findet also ein ähnliches Ausgleichen statt, wie vorher bei 
den Trapezflächen. (Dafs bei unsymmetrischen Flächen der Satz 
nicht mehr gilt, sieht man z. B. am geraden Kreiskegel, dessen 

Schwerpunktshöhe li^ = - ist, während die der Fläche h'^ = — ist.) 




B 




118) Deutungen des Centri- Fig. oe. 

fugalmomentes mit Hülfe der 
Dichtigkeit oder des spezifischen 
Gewichtes. 

a) Statt über der Fläche F einen 
abgeschrägten Körper zu errichten, 
kann man eine Massenbelegimg an- 
nehmen, deren Dichtigkeit in jedem 
Punkte z. B. proportional dem Ab- 
stände X von OB ist. Setzt man 
die Dichtigkeit gleich x selbst, so 
ist das statische Moment der so belegten Fläche in Bezug auf die 

Achse OA gleich ^]fxy = Mxy . Dabei kann man die Achsen in 
ihrer Bedeutung mit einander vertauschen. 
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b) Statt dessen kann man den mittels OB abgeschrägten Körper 
beibehalten, aber seine Dichtigkeit proportional zu y setzen. Setzt 
man sie gleich y, so wird der Masseninhalt des Körpers gleich 

119) Anwendung auf die Centrifugalkraft ebener Flächen. 

Man denke sich eine ebene Fläche homogen mit Masse belegt 

und um eine Achse OB ihrer Ebene gedreht. Jedes Teilchen f im 

Abstände x von der Drehungsachse 
erhält dann eine Centrifugalki-aft fxd"^, 
wo -O" die auf den Radius 1 reducierte 
Winkelgeschwindigkeit ist. 

Die gesamte Centrifugalkraft ist 

dann ^^^ fx = d^^My, d. h. ebenso 

grofs, als ob die gesamte Masse F im 
Flächenschwerpunkte vereinigt wäre. 

Der Angriffspunkt der Centrifugal- 
kraft fällt aber nicht mit dem Flächen- 
schwerpunkte zusammen. Um ihn zu 
finden, errichte man auf der Fläche Lote gleich der Centrifugalkraft 
im entsprechenden Punkte. Dies giebt einen Diagrammkörper, der 
in obigem Sinne abgeschrägt ist. Die Projektion seines Schwerpunktes 
auf die Fläche F giebt den Angriffspunkt der Centrifugalkraft. 
Seine Koordinaten ergeben sich nach Nr. 113) aus 

T M 

y y 

Ist die Fläche symmetrisch in Bezug auf eine zu OB parallele 
Gerade, so stimmt y, mit dem Schwerpunktsabstande der Fläche 
überein, so dafs dann die Richtungslinie der Centrifugalkraft durch 
den Flächenschwerpunkt geht, was durchaus nicht allgemein der 
Fall ist. 

Das Moment der Centrifugalkraft in Bezug auf die Punkte der 
Achse OA ist in jedem Augenblicke gleich 







Fig. 97. 
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»^'^fxy^Q^M,,, 



für den Sonderfall -O* = 1 geht dies in Mxy selbst über. 

Es handelt sich in der That bei Jf^y um ein bestimmtes Moment 
der Centrifugalkraft, so dafe der Name Centrifugalmoment sehr be- 
zeichnend ist. 

Ist die Achse OB nicht fest und keine freiwillige Drehungsachse, 
so würde die Centrifugalkraft ein Umstürzen, also eine Abweichung 
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Yon der ursprünglichen Drehungsbewegung erstreben, so dafs auch 
der Name Deviationsmoment brauchbar erscheint. 



Wie grofs 



Fig. 98. 



120) Beispiel des Dreiecks. 

Ein Dreieck drehe sich um die Achse OB. 
ist die entstehende Centrifugalkraft, und 
wo greift sie an? 

a) Geometrische Behandlung. Man 
denke sich auf der Fläche Lote errichtet, die 
gleich den einzelnen Centrifugalkräften fx^^, 
also proportional zum Abstände x sind. Der 
entstehende Diagrammkörper ist eine Pyramide, 
deren senkrechte Höhe im Punkte A zu denken 
ist. Ihr Schwerpunkt wird gefunden, indem man 
den Flächenschwerpunkt S mit der über *A 
schwebenden Spitze verbindet und von der Ver- 
bindungslinie den vierten Teil abschneidet. P ist 
dann die Projektion des Schwerpunktes und zugleich der gesuchte 
Angriffspunkt der Centrifugalkraft. Die Koordinaten von P sind 




In 8 hat man sich die Masse vereinigt zu denken, um die Centri- 
fugalkraft m — ^^ zu finden. Da aber die Fläche des Dreiecks als 

hh 

Masse betrachtet werden kann, so folgt w = — , und man erhält als 

Centrifugalkraft 

bk h ^2 Äft»«-» 

^^ = -2-3^ =-6-- 

So wird S benutzt, um die Gröfse der Centrifugalkraft zu finden. 
Ihr Angriffspunkt aber hat ganz andere Koordinaten als S. 

b) Behandlung mit Hülfe des Trägheits- und Centrifugal- 
moments. 



^'~Är 



12 



xy 



24 
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hh b^ 
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Die Kraft wird ebenso berechnet wie vorher. 



121) Beispiel des Viertelkreises, der sich um OB dreht. 
Gemischte Behandlung. Der mittels OB abgeschrägte Körper 
hat den Inhalt 



Y r*7t 4r 
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(Ebenso grofs ist das statische Moment My der Fläche.) Seine 
Schwerpunktsprojektion hat die Koordinaten 



r*» 
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= lif = -^ = 7^»' und y=:^ = ? 
M r" 16 •^* M 

3 

Hier versagen zunäxjhst die bisherigen Me- 
thoden zur Berechnung von M^y . Der Dia- 
grammkörper der Centrifugalkraft (bei der 
Drehung um OJB) ist aber ein Sektor der 
Halbkugel, dessen Schwerpunkt mit dem 

der letzteren in derselben Höhe y^ = -^ r 

liegen muls. (Vgl. Method. Lehrbuch, H, 

Stereom. 56.) So findet man zugleich M^ = y^M =yr--=-- 
Dasselbe Resultat giebt die später zu behandelnde Summenformel. Über 
jedem Schnitte x ist nämlich ein Dreieck vom Inhalte a; - == ~ zu 

denken, dessen statisches Moment in Bezug auf OA gleich — y ist. 
Dafür kann man schreiben 



r>-y« 



y' 



2 y 2 ^ 2 

Nach der Summenformel ist dann das Moment von y = bis y = y^ gleich 

* 2 2 2 4 8 \ ^1/ * 

Für y^ = r wird dies 



i*(2r»-r«) = 4 = Jf... 



Folglich ist 
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xy 
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Wiederum haben die Koordinaten des Angriffspunktes nichts mit dem 
Flächensehwerpunkte S zu thun. Letzterer giebt als Qröfse der 
Centrifugalkraft 



S7t 



3 



Zugleich hat man gesehen, dafs im allgemeinen Rechnimgsmethoden 
zur Anwendung kommen müssen, wie sie später behandelt werden sollen. 

Ein wirklicher Einblick in die Lehre von der Centri- 
fugalkraft ist nur möglich auf Grund der Kenntnis der 
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Fig. 100. 
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Trägheits- und Gentrifugalmomente, die uns die Koordinaten 
der Angriffspunkte geben. — 

122) Fälle, in denen das Centrifugalmoment gleich Null 
oder gleich einer Eonstanten wird. 

Die allgemeine Bekanntschaft mit mechanischen Vorgängen läfst 
es bequem erscheinen, an der Hand der Centrifugalkraft ebener 
drehender Flächen einige besondere Fälle 
zu betrachten. 

a) Hat die Fläche eine Symmetrie- 
achse, und betrachtet man diese als 
Drehungsachse, so heben sich die Centri- 
fugalkräfte je zweier symmetrischer 
Teilchen gegenseitig auf. Die Centri- 
fugalkraft und ebenso das Centrifugal- 
moment wird gleich Null. Also: 

Das Centrifugalmoment einer 
Fläche in Bezug auf eine Symme- 
trieachse und eine zu ihr Senk- 
rechte ist stets gleich Null. 

b) Denkt man sich die beiden symme- 
trischen Teile gegeneinander verschoben, 

wie in Figur 101, so ist die Summe der Centrifugalkräfte zwar noch 
immer gleich Null, da aber die Resultanten nicht in dieselbe Linie 
fallen, so entsteht ein Eräftepaar 
(Drehimgspaar). Das Moment der Centri- 
fugalkraft wird, wennjede der Resultanten 
gleich p und ihre gegenseitige senkrechte 
Entfernung gleich e ist, in Bezug auf 
jeden Punkt der Achse OB gleich pe. 
Dabei ist es durchaus nicht nötig, dafs 
die beiden gegeneinander verschobenen 
Teile ursprünglich symmetrisch waren, 
wenn nur die Achse durch den Schwer- 
punkt geht. Folglich: 

Das Centrifugalmoment einer 
ebenen Fläche in Bezug auf eine 
Schwerpunktsachse und jede Nor- 
male der letzteren hat einen konstanten Wert. Beide Achsen 
sind dabei in der Ebene der Fläche zu denken. 

c) Fälle, in denen das Centrifugalmoment gleich Null wird, kann 
man sich leicht konstruieren. So kann man z. B. Fig. 102 so ein- 
richten, dafs die vier einzelnen Centrifugalkräfte im Gleichgewichte 
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stehen, d. h. dafs das Moment des Kräftepaares der Geatrifugalkräfte 
gleich Null wird. 

d) Es giebt rechtsdrehende und linksdrehende Kräftepaare. FaTst 
man das Moment der ersteren als positiv auf, so ist das der letzteren 
negativ. Demnach kann auch das Centrifugalmoment einer Fläche in 
Bezug auf zwei Achsen negativ sein. Man hat dann nur nötig, die 
eine Ächae als entgegengesetzt gerichtet aufzufassen, um ein positives 
Moment zu erhalten. 
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Liegt ein Flächenteilcben im ersten oder dritten Quadranten, so ist sein 
Centrifugalmoment positiv. Liegt es im zweiten oder vierten, so ist es 
negativ. Ebenso ist es bei der gesamten Fläche leicht zu entscheiden, ob 
in Bezug auf die Koordinatenachsen ihr Moment positiv oder negativ ist. 
Aus diesen Betrachtungen mechanischer Art lassen sich Sätze 
über Centrifugalmomente imd abgeschi^gte Körper ableiten. Bei 
letzteren ist der flber der (JrundriTsebene liegende Teil als positiv, der 
andere als negativ aufzufassen. 
^'* '"* Der unter b) angedeutete Satz 

ist ein Sonderfall eines allgemeineren 
Verschiebungssatzes, der sich folgender- 
malsen ergiebt. 

123) Vierschiebungssatz für 
das Centrifugalmoment. 

Das Centrifugalmoment Itir zwei 
aufeinander senkrechte Schwerpunkts- 
achsen einer Fläche sei bekannt. Man 
suche das Gentrifiigalmoment für zwei 
parallele Achsen OA und OB, wobei 
in Bezug auf S die Koordinaten — p, — q habe, Waren die 
ursprünglichen Koordinaten eines Flächenteilcbens f durch £ und ij 
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gegeben, so sind die neuen Koordinaten ^=jP + S; V = Q "{^ Vy ^^d 
das Produkt xy wird gleich (p + S) (^^ + ^) =1>Ö' + S^ + PV + ä^S, 
so dafs 

wird. Der erste Posten giebt pqF, der zweite ist das ursprüngliche 
Centrifugalmoment jM^,;, der dritte wird Null, da es sich um das 
statische Moment in Bezug auf eine Schwerpunktsachse handelt. 
Ebenso verschwindet der letzte Posten. Man hat also 

M:cy = M^yj + pqF. 

Folglich: Bei der durch a; = 5 + p und y = rj -\- q bestimmten 
Parallelverschiebung der Achsen aus der Schwerpunkts- 
lage wächst das ursprüngliche Centrifugalmoment um das 
Produkt aus der Fläche F und dem Verschiebungs- 
rechteck pq, 

Haben p und q gleiche Zeichen, so ist der Zuwachs positiv, 
haben sie verschiedene Zeichen, so ist er negativ. Ist p oder q gleich 
NuU, d. h. verschiebt sich nur die eine der Schwerpunktsachsen, so 
ist der Zuwachs gleich Null, und das Centrifugalmoment bleibt un- 
verändert. War das ursprüngliche Centrifugalmoment gleich Null, 
was bei Symmetrieachsen stets der Fall ist, so ist 

M^y=pqF, 

was bequem ausgewertet werden kann. (Später wird sich zeigen, 
dafs dies bei jeder Mittelpunktsachse regelmäfsiger Flächen der 
FaU ist.) 

Die Fälle, in denen das Centrifugalmoment gleich Null ist, sind 
von besonderer Wichtigkeit für die Berechnung von Trägheitsmomenten 
för beliebige Achsen, denn die in Nr. 109) abgeleitete Gleichung 

T. = cos^ar, + sin^aTy — ^m2aM^y 

geht dann über in die einfachere Form 

T._ = cos^aT;, + sin^aTy. 

124) Der Trägheitsradius. 

Für das Rechteck war in Bezug auf die Seite h das Trägheits- 
moment T=— • Man kann fragen, in welcher Entfernung von h 

man sich die gesamte Fläche (Masse) concentriert denken müsse, 
damit das Trägheitsmoment dasselbe sei. Man erreicht dies, indem 

man Fq^ = T, also hier hhg^ = — setzt. Für das Rechteck folgt 
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oh* h 

daraus q^ = —^ oder q = ^^ • Allgemein erhält man für jede be- 



liebige Fläche 



y 



Für die Mittellinie des Rechtecks erhält man 






]/i2 
Beim Kreise ergiebt sich in Bezug auf den Durchmesser 



=-i/i=|/t='-. 

VF r*n 2 



Den so bestimmten Radius nennt man den Radius des Trägheits- 
momentes oder kurz den Trägheitsradius. 

Entsprechende Betrachtimgen kann man für das polare Trägheits- 
moment anstellen, wo sich ergiebt 

So ist z. B. für die Kreisflärche 



IV2. 



l/- 

Der Trägheitsradius dient zur Vereinfachung von Rechnimgen und 
Formeln. 

Ein Beispiel für seine Verwendung bietet die folgende Aufgabe. 

125) Aufgabe. Ein ring- 
förmiger Körper entstehe 
durch Drehung einer sym- 
metrischen Fläche um eine 
zur Symmetrieachse pa- 
rallele Gerade. Wie grofs 
ist das Trägheitsmoment 
des Drehungskörpers in 
Bezug auf diese Achse? 

Auflösung. Jedes Flächen- 
teilchen f in der Entfemimg 
Q-\-x von der Achse OB giebt 
nach Guldin einen Ring vom Inhalte 2(p + x)xf, Ist m die Masse 
dieses Ringes, so ist sein Trägheitsmoment in Bezug auf OB gleich 
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m (p + xfy also ist, da die Masse m mathematisch genommen mit dem 
Inhalte übereinstimmt, das Trägheitsmoment gleich 

2{q + x) «f{Q + xy = 2 «f(Q + xy 

oder gleich 

Aus Symmetriegründen gehört zu jedem Teilchen / in der Entfemimg 
Q -{- X ein entsprechendes in der Entfemimg q — x, und für dieses 
ergiebt sich ebenso ein Partiahing vom Trägheitsmomente 

2 jtfiQ^ _ 3 p^x + 3 QX^ - rr»). 

Beide Partiairinge zusammen haben also das Trägheitsmoment 

Für das gesamte Trägheitsmoment 

folgt daraus, dals Glieder mit ungeraden Potenzen von x wegfallen 
und nur die mit geraden Potenzen stehen bleiben. Demnach wird 

T = 2 TCQ^^f + 6 itQ^fa?, 

Hier bedeutet ^ f die Fläche F imd ^ fx^ ihr Trägheitsmoment 
Tj in Bezug auf die Symmetrieachse. Führt man den Trägheits- 
radius pi dieser Fläche mit Hülfe der Gleichimg q^F = T^ ein, 
so folgt 

T=2nQFQ^-\' Q^qFqI, 

oder, da 2nQF = J ist, 

In Worten läfst sich der Satz ausdrücken: 

Entsteht ein Ilingkörper durch Drehung einer symme- 
trischen Fläche um eine zur Symmetrielinie parallele Achse, 
so ist das Trägheitsmoment des Körpers in Bezug auf die 

Drehungsachse gleich J \o^ -{- ^Q\)y wo J den Inhalt des 

Körpers, q den Abstand der Symmetrielinie von der Achse, 
Q^ den Trägheitsradius der Fläche in Bezug auf die Sym- 
metrielinie bedeutet. Der Trägheitsradius des Körpers ist 

also gleich KP^+^pJ. 
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Fig. 106. 




126) Beispiel des Ring- 
körpers mit Kr eisquer schnitt. 
Hier ist der Inhalt 

J = 2 Qiir^Ji = 2 ^r*Ä*. 
In Bezug auf DE ist für die 
Fläche des Kreises T^ = -r- , aus 



q\F = T^ oder q 



8 % 

^' r n 



r*« 



Demnach wird das 



folgt q\ = ^ 
Trägheitsmoment des Körpers 



T = j(p*+3p:)=29rV(9^+-^;-'). 

127) Der Radius des Centrifugalmomentes. 

Ebenso könnte man fragen, wo man sich die gesamte Fläche 

(Masse) vereinigt denken müsse, 
um in Bezug auf zwei Achsen OA 
und OB dasselbe Centrifugalmo- 
ment zu erhalten. Dann hätte man 
zu setzen 

oder 

Ist der Ausdruck rechts positiv, 
so sind im ersten und dritten 
Quadranten unendlich viele Stellen 
möglich, da zwei veränderliche 
Gröfsen x und y vorhanden sind. 
Die gesuchten Punkte liegen auf 




M 



einer gleichseitigen Hyperbel mit dem konstanten Rechteck xy = ^^ 
Eins dieser Rechtecke ist ein Quadrat vom Inhalte 



xy 



seine Seite ist 



M 

o xy 



y F 



Die Ecke C ist symmetrisch gegen beide Achsen und wird am bequemsten 
für die Anbringung der Masse F sein. Nur noch C^ würde ebenso 
bequem liegen. Die positive Gröfse c bezeichnet man als den Radius 
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des Centrifugalmoments. Man pflegt zum Zwecke graphischer Dar- 
stellungen c als OD auf OC abzutragen, was ganz naturgemäfs der 

Symmetrie gegen die beiden Achsen entspricht. 

M 

Ist dagegen die rechte Seite von xy ^ —~- negativ, so würden 

die entsprechenden Punkte im zweiten und vierten Quadranten liegen, 
wobei es sich um ein Quadrat mit den Seiten -|- c und — c handeln 

/'ikf 

würde. Da jetzt c ==y —JLl imaginär sein würde, könnte man von 

einem reellen Radius des Centrifugalmomentes nicht mehr reden. In 
solchen Fällen ist es besser, die positive Richtung z. B. der X-Achse 
entgegengesetzt anzunehmen und 
so das Imaginäre zu vermeiden. 
Hier sollen solche Fälle möglichst 
ausgeschieden werden. Die Dar- 
stellung beschränkt sich also auf 
zwei Quadranten. 

128) Beispiel des Recht- 
ecks. Jd 

In Bezug auf die Achsen OÄ 
und OB war 

so dafs 



Fig. 108. 




M 



c* = xy 



xy 



F 



b*h' 



bh 



bh 
4 



b h 
2 * 2 



ist. Demnach geht die gleichseitige Hyperbel durch den Mittelpunkt 

b 
2 2 



M des Rechtecks, und c ist mittlere Proportionale zwischen - und - 



Auf der Winkelhalbierenden OE ist OK=c abzutragen. 



129) Beispiel des Viertelkreises. 
Nach Nr. 121 ist in Bezug auf OÄ 
und OB 



-MM- r^ 



Es folgt 



8 



r' 



F 



2 — xy 8 T* 

c xy = —j^ = -j— = —^y 



27t 



Fig. 109. 




also c = — := ist in als Winkelhalbierende einzutragen. 

y2n ° 

Holzmüller, Ingenieur -Mathematik. I. 
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130) Satz von der Trägheitsellipse. 

In Abschnitt 109 war gezeigt worden, dafs man aus den Trägheits- 
momenten Tx und Ty einer Fläche das Trägheitsmoment T^ für eine 

um a gegen OA gedrehte Achse mit Hülfe folgender Gleichung 
findet: 

T. = Tx cos^ a -^ Ty sin^ a — sin 2 a M^y , 

wo Mxy das Centrifugalmoment in Bezug auf die ursprünglichen 
Achsen ist. Führt man für Tj, T^ und Ty die Trägheitsradien p, q^ und 

Q2 ein, so hat man zu setzen T^ = Fq^ , T. = FqI , T^ = FqI . Für 

das Centrifugalmoment werde der Radius c durch die Gleichung 
Mxy = Fc^ eingesetzt. Dadurch geht die Gleichung über in 

Fq^ = FqI cos* a -f Fq] sin* a — Fe sin 2 a , 

oder nach beiderseitiger Division durch F in 

Q =^ Q^ COS « -f- pg sm a — z c sm a cos a . 

Dafür kann man schreiben 



1 



(T) 



2 



/sin a\^ 
2 






sin a cos a 



0) 



Diese Gleichung läfst sich geometrisch veranschaulichen. Man setze 
die veränderliche, von a abhängige Gröfse 



cosa 



sma 



= X und = 



y 




? . ^ . 

Dies sind dann die Koordi- 
naten eines Punktes P, für den 

OP = - und ^POÄ = a ist. 
Setzt man aufserdem die Kon- 
stanten — z= a und — = 6, , 

so geht die obige Gleichung 
über in 



X 



y' 






a\ 



2xy 

er 



= 1. 



Bildet man also für jeden 
Winkel a den Trägheitsradius q 

und trägt man den letzteren auf 

dem freien Schenkel von a ab, so bilden die Endpunkte P die durch 
die letzte Gleichung dargestellte Kurve. 



und seinen umgekehrten Werth , 



I 
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Dieae ist vom zweiten Grade, also Gleichung eines Kegelaclmitt«. 
Tertauscht man in der Gleichung -\- x mit — x und zugleich -f~ ff i^t 
— tf, so ändert sie sich nicht, folglich ist sie eine MittelpunMäglelohung, 
und ist Mittelpunkt des Kegelschnitts. Da ferner das Trägheits- 
moment der Fliehe für keine durch gehende Achse verschwinden 
kann (denn ^,/"£* besteht aus lauter positiven Teilen), so kann — 
fUr keine durch gebende Achse unendlich grolä werden. Der 
Kegelschnitt ist demnach eine Ellipse. Also: 

Berechnet man die reciproken Werte der Trägheits- 
momente einer Fltiche F für sämtliche durch einen Punkt 
gehenden Achsen, und trägt man diese Werte auf den 
Achsen üb, so bilden die Endpunkte eine Ellipse. 

Diese ist die sogenannte Trägheitsellipse-. 

(Hätt« man nicht die reciproken Werte, sondern die g selbst 
abgetragen, so hiltte man die reoiproke Kurve der Ellipse, eine 
gewisse Kurve 4"" Grades erhalten, die der allgemeinen Anschauung 
weniger geläufig ist.) 

Hat man die Hauptachsen dieser Ellipse, so kemit man nlle 
ihre Durchmesser, folglich auch die reciproken Wcrthe der Trägheits- 
momente fflr sämtliche Achsen, folglich auch die Trägheitsmomente 
seibat. Man hat also eine sehr einfache graphische Darstellung. 
Gleichzeitig aber lassen sich sofort isahlreiche wichtige Folgerungen 
ablesen. 

131) Folgerungen. 

a) Die Ellipse hat einen gröfston und einen kleinsten Durch- 
messer, die auf einander senkrecht .stehen. Dem ersteren entspricht 
das Minimum, dem letzteren das Maximum des Triigheitsmomestea. 
Die Minimal- und Maximalachse stehen also auf einander 
senkrecht. 

Man bezeichnet beide als die Hauptträgheitsachsen der Fläche 
für den betreffenden Punkt 0. 

b) Je siwei EUipsendurchmesser, die symmetrisch gegen die beiden 
Hauptachsen liegen, sind einander gleich. Folglich: Symmetrisch 
gegen die Hauptachsen liegenden Achsen entsprechen gleiche 
Trägheitsmomente. 

c) Von den so zusammengehörigen Durchmesserpaaren bildet 
nur eines einen rechten Winkel, das den Winkel der Haupt- 
Achaen halbierende. Folglich: Sind die Trägheitsmomente in 
Bezug auf zwei durch gehende und aufeinander senk- 
recht stehende Achsen einander gleich, so findet man durch 
Bttlbieruiig der Schüittwinkel der letzteren die Haupt- 
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trügheitBachseii. Der Kürze halber sollen die AcbscD der gleich^ 
Trngbeitsmomente als GleiL-lihßitsacliseu bezetcliuGt werdcu. 

d) Sind mehr als zwei Klüpsendiirchmesser eiiiaiider gleich, i 
ist die Ellipse ein Kreis. Folglich: Stimmen die Trägheit» 
momente in Bezug auf mebr als zwei durch gehend 
^chseu überein, üo stimmen sie fUr sämtliche überein. 
(Später wird sieh zeigen, dafs für jede beliebig gestaltete ebene Fläche 
zwei Punkte existieren, für deren Strahl enbüschel sämtliche Trägheits- 
momente der Fläche übereinstimmen. Dies sind die sogenannten 
Fixpuukte.) 

e) Ist eine der durch gehenden Achsen Symmetrieachse der 
Flüche F, 80 ist sie auch Symmetrieachse der Trügheitsellipse. Folglich: 
Eine Symmetrieachse einer Fläche ist stets eine der Haupt- 
achsen der Trägheitsellipse, also liegt entweder der Fall des 
Maximums, oder der des Minimums vor. Gerade dieser Umsta 
erspart zahlreiche Rechnungen. 

f) Die Summe zweier Trägheitsmomente für auf einander sM 
rechte Acb^en ist konstant, nämlich gleich dem zugehörigen Pola 
momente. Folglich mul's für die Ellipse folgender Satz existiere 
Die Summe der Quadrate der reciproken Werte für je 
auf einander senkrechte Halbmesser der Ellipse ist ko^; 
stant, nämlich gleich ^ -|- ri ■ 



132) Die Centralellipse. Die dem Schwerpunkte einer Fläche 
entsprechende Ellipse heifet die Centralellipse. Sie ist von be- 
sonderer Wichtigkeit, weil Ton ihr aus olle anderen Trügheitsm Omenta ■* 
durch Verschiebung (T, ^ T-f- e^F) gefunden werden können. 

Auch von ihr gelten die letzten Symmetriobemerkimgen. 

Von besonderer Wichtigkeit ist folgendes: 

Hat eine Fläche mehr als zwei Symmetrieachsen, so 19^ 
die Centralellipse ein Kreis. 

In diesem Falle braucht man also nur ein einziges Trägheits- 
moment wirklich zu berechnen. Dies gÜt nicht nur von den regel- 
mäl'eigen Polygonen, sondern auch von zahlreichen anderen ebenen 
Oebildea, die für die Technik wichtig sind. Hierher gehören i ~ " 
die Kre uz qu ersehn itte und die Schnitte gewisser Säulen und Flu) 
at'hsen. Davon wurde im Abschnitt 05 Gebrauch gemacht. 

Für die Bieguugs- und Strebfeatigkeit lassen sich daraus sofort 
wichtige Folgenmgen ablesen. Für die arst«re ist der Ausdruck — 
malsgebend, wo « die Entfernung der nursersten Fasern von i 
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Biegungsachse ist, für die andere der Ausdruck T selbst, der hier fUr 
alle Aclisen derselbe ist. Für Figur 111 z. B. ist ~ in Bezug auf die 

Flg Ul. Fig. II! 





Achse AB kleiner als — - in Bezug auf die Achse GH, die letztere 
Biegungsachse ist also für Biegungs beanspruch uug die günstigere. 
Entsprechendes gilt für Figur 112. 

133 1 Lage der Hauptachsen für belieh ige Trägheitsellipsen. 
Die Gleichung einer Trägheitsellipae einer Fläche für einen 
beliebigen Punkt ergab sich aus 

1} 1.. = T, cos' K + y; sin" « — sin 2«Jlf,^ 

als 

2) ^ + |;-2c'a:y = l. 

Hätte in der ersten (Jleichung für jedes a der dritte Posten 
gefehlt, d. h. wäre Jf,« ^ gewesen, so hätte er auch in der andern 
Gleichung gefehlt und man hätte die einfachste Gleichung der Ellipse 
erhalten. Folglich: 

Ist für die beiden gewählten Achsen das Centrifugal- 
monient der Flüche gleich Null, so ist die Gleichung der 
Trägheitsellipse tou der Form 



3) 



-.+ 



= 1, 



wo a und h Hauptachsen der Ellipse sind. 

Umgekehrt folgt daraus, dafs das Centrifugalmoment 
in Bezug auf die Hauptachsen der Trägheitsellipae gleich 
Null ist. 

Dies ist z. B. der Fall für jede Symmetrieachse einer Fläche 
und eine auf der ersteren senkrecht stehende Achse. 
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Hat femer die Fläche mehr als zwei Symmetrieachsen, so ist die 
Centralellipse ein Kreis und man , darf je zwei beliebige auf einander 
senkrechte Schwerpunktsachsen als Hauptachsen betrachten. Für 
jedes Paar von Schwerpunktsachsen ist also dann M^y = 0. Nach dem 
Verschiebungssatze für Centrifugalmomente bleibt dies auch dann der 
Fall, wenn eine der Achsen Schwerpunktsachse ist und der Achsen- 
schnittpunkt sich auf ihr beliebig bewegt. 

Folglich: Hat eine ebene Fläche mehr als zwei Symmetrie- 
achsen, so ist für jede Schwerpunktsachse und eine irgendwo 
auf ihr errichtete Senkrechte das Centrifugalmoment gleich 
Null, d.h. für jeden beliebigen Punkt ist die durch ihn ge- 
legte Schwerpunktsachse eine Hauptachse der Trägheits- 
ellipse. 

Gleichung 1) vereinfacht sich in solchen Fällen und überhaupt, 
wenn Mxy = wird, zur folgenden: 

4) T. = r;,cos«a-f Tysin^a, 

bezw. 

t^\ 2 2 ^^2 , 2*2 

o) Q = Q^ COS a + (>2 sm a, 

und dabei sind T^ und Ty Minimal- bezw. Maximalmomente, je nach- 
dem das eine oder das andere das kleinere ist. 

134) Aufgabe. Tx und Ty seien das minimale und maximale 
Trägheitsmoment für eine Fläche F und für das Strahlen- 
büschel eines beliebigen Punktes 0. Wie grofs sind die 
Momente für die Winkelhalbierenden der Hauptachsen? 

Auflösung. In Gleichimg 4) ist a = 45*^ einzuführen. Dies giebt 

I\ = i; cos2 45<> + Ty sin^ 45« = ^^^^-^ • 

Dasselbe gilt für den Winkel — 45®. 

Folglich: Das Trägheitsmoment für die Gleichheitsachsen 
ist das arithmetische Mittel der beiden Grenzmomente. 
(Letzterer Ausdruck soll Abkürzung für die Worte Maximal- und 
Minimalmoment bedeuten.) 

Folglich: Das Trägheitsmoment für die Gleichheitsachsen 
ist gleich der Hälfte des zugehörigen Polarmomentes. 

135) Aufgabe. Die Centralellipse des Rechtecks zu be- 
rechnen und ihr Trägheitsmoment für die entsprechenden 
Gleichheitsachsen zu entwickeln. 

Das Maximalmoment für Figur 113 ist -rr-, das Minimal- 
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moment 



12 > 



die Trägheitsradien sind 



i/- 

1/ 12 



yiL2 



und 



Qi = — p^ , die reeiproken Werthe sind a^ 



-p; h = -l-y SO dafs 



aj : 6^ = v^ : ,- = Ä : 6. Die einbesckriebene Hauptellipse ist also der 



b ' h 

Centralellipse ähnlieh. Um letztere im 
richtigen Mafsstabe zu erhalten, würde 
es der Feststellung einer Einheit be- 
dürfen, wovon jetzt abgesehen werden 
soll. Für die schrägen Gleichheits- 
achsen ist 



Fig. 11». 



_ T^+Ty _ 1 (hb' 
= liQ>' + h^) = f.^, 



bm 

12/ 




wo F die Fläche des Rechtecks, d seine Diagonale ist. 

(Bei Millimetermafs fallen für die gebräuchlichen Querschnitte 
die Halbachsen äufserst klein aus. Wäre z. B. ä =^ 100 mm, so würde 

a = ^ kaum sichtbar sein. 



100 



Ist allgemeiner die Länge 1 gegeben, und hat man q^^ = —=z ge- 
zeichnet, so findet man a^ = - mit Hülfe der Proportion q^: l = 1 : o^. 
Ebenso ist es mit q.j = "/ - ^^^ (Jg • ^ = ^ • ^i) 

136) Aufgabe. Wie grofs ist das Trägheitsmoment des 
Rechtecks in Bezug auf seine Diagonale d? 
Auflösung. Aus 

T, = T^ cos^ a + T; sin- a 
folgt, da- 



Fig. 111. 



sin« = 



imd 



d 



cos cc = -j 
a 



ist. 






d = y¥+h^ 



31.3 



b^h 



12 



12 d* 6rf» 6(6» + Ä*)' 




was auch mit Hülfe des Dreiecks gefunden werden konnte. [Jedes 

rZ/^ dP 

Diagonaldreieck giebt — , die Gesamtfigur also — • Nun ist aber 
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SI.9 



dl = bhj also 1= 'i y folglich ?i = ^ -^ = ^d^ *] K^^^"^*^ ^^ auf 

gröfsere Genauigkeit nicht an, so kann man d^s Resultat an Fig. 113 
ablesen. 

137) Aufgabe. Wie grofs ist das Trägheitsmoment des 
Halbkreises für beliebige Schwerpunktsachsen? 

In Bezug auf DE ist nach 68) 




^.-^ß-Ä)-''a-.4.) 

In Bezug auf Oli ist 



T = 



"8~ 



folglich für die unter a geneigte 
Schwerpunktsachse 

^. = ^''^ {\ -9^«) cos^ « + ^ sin^ « . 
Für a = 45® erhält man z. B. 

8 



'^ = _ r ^ — -- 1 



T,j ist das Maximal-, Tx das Minimalmoment, die Centralellipse 
hat also ihre Brennpunkte auf DE\ BO ist also die günstigere 
Biegungsachse für die Festigkeit. 



138) Beispiel des symmetrischen Winkeleisens. 

Es war in Nr. 59) 



A<: 




(h + h,y - hl 



2bl] 



T = 



12 



-2ß + H^ + ^r^^J• 

Dies sind die Grenzmomente^ 
denn die Winkelhalbierenden geben 
Gleichheitsachsen. Für diese ist 
demnach 

wodurch sich das Resultat 58) bei Fig. 64 bestätigen mufs. 
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139) Ausgang von den Gleichheitsachsen. 

Für die Gleichheitsachsen ist T^ = Ty, wofür der Gleichheit 
halber Tg geschrieben werden soll. Für die Achse, die um a gegen 
die X'Achae gedreht ist, gilt jetzt nach Nr. 109 die Gleichung • 

T^ = Tg cos^ a + i; sin» a — sin 2« Jlf,y 

= Tg (cos» a + sin» a) — sin 2 a üfry , 
folglich 



T^= i; — sin2« Jfcf, 



xy • 



Nimmt man M^y als positiv an, so erhält man für a = 45^ und 
a = — 45® das Minimal- imd Maximalmoment in der Form 



T = T 

-l-l -Lg 



IT 



*y > 



-Z 2 J- g "p -^x y • 



Hieraus folgt durch Subtraktion 



ibfry= 



T T 



Fig 117. 



Folglich: Das Centrifugalmoment in Bezug auf die 
Gleichheitsachsen ist gleich der halben Differenz der beiden 
Grenzmomente. 

Namentlich bei einfach symmetrischen Querschnitten giebt dies 
mancherlei Rechnungserleichtenmgen. Für das vorige Beispiel z. B. 
ergiebt sich für die Gleichheitsachsen (abgesehen vom Vorzeichen) 

140) Drehung der Achse des 
Centrifugalmomentes. 

In beistehender Figur ist 

I = OE + CD = X cos a + y sin a, 

7] = FC — FE = y cos a — x sin a , 

also 

5iy = xy cos» cc — xy sin» cc 

+ y» sin « cos a — x^ sin « cos «, 

folglich 

^j f^V = (<^<^s» a — sin» a) ^ fxy + sin a cos a \^]0f — ^ A' | ? 

oder 

1) ^ M.^^ = (ioH2ttM,y+ \ sin2a(T^ — T,,). 

Kennt man also das Centrifugalmoment und die beiden 
Trägheitsmomente in Bezug auf zwei zu einander senkrechte 




2) tau 2«= ^ 'L , 
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Achsen, so erhält man durch Gleichung 1) das Centrifugal- 
moment für die um a gedrehte Achse. 
Danach wird Ms = für 

\ sin 2« {Ty — Tx) = cos 2a M^^y ■ 
oder für 

woraus sich die Richtungen für die beiden Hauptachsen 
ergeben. 

Geht man umgekehrt von den Hauptachsen aus, für die Mxy = 
ist, so vereinfacht sich Gleichung 1) zu 

3) M^, = \sm2a(T,-T,), 

wo 7j und Tg Grenzmomente sind. Den Maximalwert hat man bei 
den Achsenrichtungen « = + 45®, nämlich 

so dafs der Maximalwert des Centrifugalmomentes den Gleichheits- 
achsen angehört imd daher auf einer der Hauptachsen graphisch dar- 
zustellen ist. 

Geht man von den Gleichheitsachsen aus, so erhält man aus 1) 
die Gleichimg 

5) M. = cos 2« Mjc„ , 

X T 

so dafs aus dem maximalen Centrifugalmoment — ^— ^ — - alle 

übrigen bequem abgeleitet werden können. 

Dies führt zu einer graphischen Darstellung aller Werte, auf die 
wir noch zurückkommen. t — T 

Gleichung 1) geht für « = 45® über in M^^ ^^ '~^a — ~> worin 
der unter 139 abgeleitete Satz als besonderer Fall enthalten ist. 

141) Aufgabe. Gegeben seien die Trägheitsmomente Tx 
und Ty und das Centrifugalmoment Mjcy in Bezug auf zwei 
aufeinander senkrechte Achsen. Die Hauptträgheitsachsen 
sollen bestimmt und die Grenzwerte des Trägheitsmomentes 
sollen berechnet werden. 

Auflösung. Man erhält die Hauptachsen, wenn 3/.^ = wird, 
also nach vorigem Abschnitt für 

1) tan2a = -/^^^,-, 

J y Ix 

woraus sieh die Winkel «j und «^ = «j -{" ^^^^ ergeben. 
Diese Werte sind in die Bestimmungsgleichung 



Ty - T, 
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2) T| = T^ eos« a + Ty sin» a — sin 'laM^^y 

einzusetzen^ und so erhält man die beiden Grenzwerte. 

Um jedoch nicht verschiedene Winkel a und 2 a in der Formel 
zu haben und um statt der verschiedenen Funktionen nur eine zu 
erhalten y setze man nach bekannten Formeln 

o 1 + cos 2 a j .9 1 — cos 2 of 

cos* a = — -ö und sm^ a = 

und schreibe Gleichung 1) in der Form 

2 M^ cos 2 a 

1*) sin 2 a = — y. _ y, 

Dadurch geht 2) über in 

rp rp 1 + COS 2 Qg , rp 1 — COS 2 « 

-'l — '" 2 ^^ 2 

oder in 

, , 2 3f!. cos 2 a 

T. = -\{T,j+T.)- ;(T,-r,)co82«--/^— 

y X 

oder in 

T. = l (T, + r,) - i {T, - T,) cos 2« [l + JT^^-^ 
oder unter Benutzung von Gleichung 1) 

T. = {{Ty + T,) - ', (T, - T,) cos2a[l + tan^2a]. 
Die beiden letzten Faktoren formen sich um zu 

^ r^ , sin*2al ^ cos* 2a + sin* 2 a ^ 1 

cos2« l H YK-\ = cos2a J-r = cos 2a ^ ,. 

L ' C0ö'2aJ cos' 2 a cos' 2 a 

= — - — = sec 2 a , 
cos 2 a ' 

so dafs wird 

3) T. = { (T, + T,) + i (r, - n) äec 2«. 

Setzt man a^ = «j -j- 90® ein, so erhält man 

4) T, = ;- (T, + T,j) - i (r, - T,) sec 2 «. 

Durch 3) und 4) findet man die Grenzwerte des Trägheits- 
momentes, den Ilülfswinkel a mittelst der Gleichung 1*). 
Damit ist die gestellte Aufgabe gelöst. 

Auf dasselbe Resultat führt die später zu behandelnde Maximal- 
und Minimal -Methode. Damit ist eine der wichtigsten Aufgaben der 
Festigkeitslehre gelöst, denn an der Trägheitsellipse erkennt man z. B. 
sofort, dafs ein auf Strebfestigkeit beanspruchter Stab senkrecht gegen 
die kleine Achse standhält, in ihrer Richtung aber biegend nachgiebt. 
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142) Die Curve der Radien des Centrifugalmomentes. 
In Nr. 140 war zur Berechnung des Centrifugalmomentes für die 
um a gedrehten Achsen folgende Formel angewandt: 

1) Jlf.^ = cos2aJf,y+ 2Sin2a(Ty— T,). 
Führt man die Radien der Momente durch die Gleichungen 

ein und dividiert man beiderseits durch F, so entsteht die Gleichung 

2) A^= xl cos 2 a + j (qI — qI) sin 2 a. 

Sind hier T^ imd Ty die beiden Grenzmomente, sind also die Achsen 
die Hauptachsen, so ist Mxy = 0, also auch A^ = 0, die Gleichung 
vereinfacht sich also zu 



3) 



i2 1/2 2\ . o 

^ = 2 (^2- (>i)sm2a. 



Hier seien die Benennungen wieder so gewählt, dafs q^ > Qi ist. 
Dann bilde man 

4) 

so dafs sich ergiebt 

5) 



2 
92 



S 2 



e 



A* = ^ sin 2 a = (e sin a) (e cos a). 



so dafs A mittlere Proportionale zwischen e sin a imd e cos u ist. 

Dies führt zu fol- 
^*^ ''' gender Konstruk- 

tion für den Ra- 
dius des Centri- 
fugalmomentes 
für gegebenen 
Winkel a und 
a — 9(Y^ und bei 
gegebenem Maxi- 
mal - Radius p^ 
und Minimal* 
Radius q^. 

Man bilde 0-4 =e 

= VqI — qI ^d 

schlage den zu OÄ 

als Durchmesser gehörigen Kreis, ziehe die Seimen OE imd OC 

unter a^ und «^ — 90^ Neigung und verbinde E mit A. Zu 

-4-^ = e sin a und OE = e cos a bilde man die mittlere Proportionale 
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X und trage sie von aus als Halbierende OP des Winkels EOC 
ein. Dann ist OP der Radius des gesuchten Centrifugalmomentes. 

Bezeichnet man den Winkel AOP mit 9, so ist 9 = a — 45®, 
also a = 9 + 45®, so dafs Gleichung 3) übergeht in 

A*= ; (p! - qI) sin(29, + 90«) = i ((»l - (>;) 8m(90» - 29) 
oder in 
6) '^^= a (p2 ~ 9i) cos 2 9 = ^^ cos 2 9. 

Da jetzt A und 9 zusammengehören, was bei A imd a nicht der 
Fall war, so kann man 6) als Gleichung der gesuchten Kurve 
in Polarkoordi- 
naten betrachten. ^^^ ^^^ 

In Gleichung 6) B 

liegt aber eine 
neuere und ein- 
fachere Kons tru k- 
tionfürdenRadius 
A des Centrifugal- 
momentes. 

Man zeichne 
denselben Kreis 
wie vorher und 
trage M0C = 2(p 
ein. Als Winkel- 
halbierende trage 

man die mittlere Proportionale zwischen OM und OC ein, 
was OP = X giebt. Dies ist der Radius des Centrifugalmomentes 
für die beiden imter + 45^ gegen OP geneigten Achsen. 

Beweis. Nach der Konstruktion ist 




also 
OP" 



OM:OP= OP: OC, 



e 



e' 



= OM' 0C= OM' 0^cos29 = ^(ecos29) = ; cos 2 9. 

Dies stimmt mit der Gleichung G) überein. 

Man achte auf die Ähnlichkeit der Dreiecke OMP und OMC. 
Das in dieser Konstruktion liegende Abbildungsprinzip wird uns 
noch mehrfach beschäftigen. 

Trägt man OP auch in entgegengesetzter Richtung ab, was der 

Gleichung c = -hy - -^ entspricht, so bilden die Endpunkte aller so 
konstruierten Radien OP eine schleifenförmige Kurve, die sogenannte 
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Lemniskate^ genauer bezeichnet, die gleichseitige Lemniskate, 
über die später eingehender zu sprechen sein wird. 

143) Dasselbe Resultat hätte man gefunden, wenn man von 
den Gleichheitsachsen ausgegangen wäre. Für diese geht, 
da für sie Tx = Ty, also Qj^ = q^ ist, Gleichung 2) über in 

X = k^ cos 2 tt^= cos 2 a^, 

denn jetzt ist aJ gleich dem Maximalwerte -, also Xi=ey~\=OD 

in Fig. 119 imd A wäre aufzutragen gewesen auf die Gerade, die den 
Winkel zwischen a^ imd «j -f" ^^> ^^ ^^o mit der einen Gleichheits- 
achse den Winkel «i.+i^|i^ = cc, + 45« bildet. Setzt man 

«1 4" 45® = (piy also «^ = 9)^ — 45®, so geht die Gleichung für X 
über in 

A2 = Jcos2(9i -45®). 

Hätte man aber von der um 45® zurückliegenden Hauptachse aus 
den Winkel gezählt, so hätte man statt 9^ zu schreiben (p + 45® 
und aus 9^ — 45® wäre geworden 9 -[- 45® — 45® = 9 . Demnach 
hätte man wieder die Gleichung 



e* 



6) k^=-cos2(p 

gefimden. 

144) Bemerkungen über die Lemniskate des Centrifugal- 
momentes. 

OA und OB sind die Hauptachsen der Trägheitsellipse. Da 

q^ > q^ angenommen war, ist — < — , d. h. die grofse Achse der 

Pf Pi 

Trägheitsellipse fällt in die Richtung 0-4, die kleine in die Richtimg 
OB. Man bezeichnet die Punkte M und ilfj als Brennpunkte der 

Lemniskate. Für 9 = ist X' = cos = - , dies giebt den 

Maximalwert OD = ey-^^ = 0-4 j/y für den Radius des Centrifugal- 
momentes. Für 9 = + 45® erhält man 

A2 = ?Jcos90® = 0. 

Demnach geben die Richtungen + 45® unendlich kleine Sehnen, d. h. 
Tangenten. Im Punkte haben also die Tangenten der Lemniskate 
die Richtungen + 45®. Es verhält sich 



OM: OD^l: ^^2 = 1 : ^2. 
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Durch Gleichung 6) war die Lemniskate in Polarkoordinaten 
dargestellt. In gewöhnlichen Koordinaten würde sie folgendermaJsen 
zu bilden sein. Es ist 



x^-\-y^ = X% cos 9 = -^ = 
also 



, — — , sm op = , 



—m y 



cos 2 9 = cos^ 9 — sin* 9 = 
Gleichung 6) geht aber über in 



x^ 



y' 



Yx^ + y' 

.r* — y« 



x^ + y« x^+ y« x' + y« 



oder in 
7) 



2 I 2 «___ ^" •'' — y 



{x^ + y*)* = !j ix^ - y*). 



Fig. 121. 



Fig. 120. 



^ 



// 




Die Haupteigenschaft der Kurve ergiebt sich aus Folgendem: 
Man verbinde einen Lemniskatenpimkt P mit ilf und M^, dann ist 



folglich 



i>» = (x + 2-)' + y'-' 



oder 



,,»2« = [(a-» + y» + ^-*) + ex] . [(^ + y^' + i) - ex] 

= (^* + y^ + ly - e^./^« 



^ / O I o\ I 6 



pW = (^^ + yO' + ; (^' + y') + f^ - ^'^^ 



16 



Nach Gleichung 7) ist aber für die Lemuiskatenpunkte 



= (^* + y?-!i(x«-yO 
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Durch Subtraktion folgt aus den letzten beiden Gleichungen 

99 99i^ 99 ^ 

|,Y = e*ar + - — cx« = jg, 
also ist 

Das Produkt der „Brennstrahlen" einer Lemniskate ist also 
eine konstante Qröfse. 

Ist Xm der Maximalbetrag für den Radius des Centrifugal- 

momentes, so ist k,n = cy^ , man kann also auch schreiben 

Aus der Eigenschaft 8), welche die Lemniskate als besonderen Fall 
der Cassinischen Kurven pq = a^ erscheinen läfst, folgt eine weitere 
einfache Konstruktion der Lemniskate. Nimmt man nämlich p will- 
kürlich an, so konstruiert man nach 8) q mit Hülfe der Proportion 

e e 

Die Lemniskate füUt eine gewisse Lücke in der Kurvenlehre aus, 
denn p -}- q = 2a imd p — q = 2a sind die Gleichungen der Ellipse 

und der Hyperbel, = c ist die Gleichung des Kreises. Hier er- 
scheint p ' q = c als Gleichimg der Lemniskate, womit eine gewisse 
Gruppe von Kurven abgeschlossen ist. — Später soll näher auf diese 
Kurve eingegangen werden. 

145)DieFixpunkte oder die Punkte konstantenTrägheits- 
momentes. 

Die durch den Schwerpunkt gehenden Koordinatenachsen seien 
die Achsen kleinsten und gröfsten Trägheitsmomentes Tx und T,j . 
Auf der F- Achse trage man die Entfernungen SC^ und SC^ gleich 

r p2 — Pi =^ i ^ ^^- Dann wird behauptet, C^ und fg seien für die 
beliebig gestaltete Fläche F die Punkte konstanten Trägheitsmomentes. 
Beweis. Für jede Achse, die mit der Hauptachse X den Winkel a 
bildet, ist, da für die Hauptachse Jf^y = ist, nach Nr. 133 

qI = qI sin^ « + P? cos^ « ; 

also ist für die parallele um j; entfernte Achse KL nach dem Ver- 
schiebungssatze (wo F sich weghebt) 

9 = (>„ + 1> == P* sin o + 9jC08 a +i) . 
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Sind nun p^ und p^ die von C^ und C^ auf die neue Achse ge- 
föllten Lote^ so ist 

Pi =p — ecosa, p^ =p -^ ecosa, 

folglich 

folglich 

p^ = P1P2 + e^ (^os^ (^ 

= PiP2 + {qI — qI)^^^^^^ 
und demnach 

Q = Q^sin a -}- Q^ cos a 

+ P1P2 + qI cos^ « - (>i cos- a 

oder 

2 2 / • 2 I 2 \ , 
Q = Q^ (sm a + cos a) + p^p^ 

= 9l+PiP^' 

Legt man nun die Parallele durch 
(\ oder durch 63, so wird ent- 
weder p^ oder 2h gleich Null, d. h. 
es wird q = q^^ und dabei ist a 
ganz gleichgiltig. 

Folglich: Legt man durch 
die Fixpunkte 6\ und C, beliebig gerichtete Achsen, so ist 
für sämtliche das Trägheitsmoment gleich grofs und ergiebt 
sich aus dem Radius q.^ des maximalen Trägheitsmomentes. 

Für beide Fixpunkte gehen also die Trägheitsellipsen in 
Kreise über. 

Kennt man die Lage der Fixpunkte, so berechnet sich 
das Trägheitsmoment für jede beliebige Achse der Ebenen 
mit Hülfe der Gleichung 

Q^ = qI +PiP2y 

wo Pi und jpjj die Entfernungen der Geraden von den Fix- 
punkten sind. 

(Der zweite Posten ist positiv, wenn p^ und j>^ gleichgerichtet 
sind, negativ bei entgegengesetzter Richtung.) 

Der grofse Vorteil liegt darin, dafs jetzt goniometrische 
Funktionen überflüssig sind, und dafs auch graphisch ver- 
fahren werden kann. 

Holsmflller, Ingeniear-Mathomatik. I. 7 




98 



Abschnitt IV. 



146) Die Culmansche Trägheitsellipse. Es sei erwähnt^ dafe 
im Anschlufs an Clebsch durch Culmann eine zweite Trilgheits* 
ellipse eingeführt worden ist, deren bisher absichtlich nicht gedacht 
^^-urde. Es handelt sich um die Ellipse 

5.' + -2^' = 1 

welche pj und q^j ^- ^- ^^^ Maximal- und den Minimalwert des 
Trägheitsradius für das Strahlenbüschel durch einen beliebigen Punkt 

zn Achsen hat. 
^'** *"^ Ihre Bedeutung ergiebt 

sich aus folgender Be- 
trachtung. 

In Fig. 123 ist ein Kreis 
mit liadius q^ und die 
Culmannsche Ellipse für 
einen beliebigen Punkt O 
der Ebene gezeichnet. 
Durch ist eine beliebige 
Gerade KL mit Neigimg a 
gezeichnet. Legt man durch 

die mittels e = YqI — q\ 

konstruierten Brennpunkte 

F und Fl Senkrechte zu 

ihr, so geben die Schnitte G und H mit dem Kreise bekaimtlich eine 

Tangente der Ellipse. (Vergl. Meth. Lehrbuch II, Ster. 14.) Es wird 

behauptet, ()J sei der Trägheitsradius für KL, 

Beweis: 

0/ = OH' -Jit' = Q\ — {OF, cos af = q\ - v' cos' a 

"^ 9i — V^2 — 9il ^^^ « = (>ä (1 — <*<>« «J + (>i cos u 
= Q^ sin" a -\- q\ cos a. 

Es ist aber auch für die unter a geneigte Gerade nach Nr. l.->vi 

q" = qI sin" a -\- q\ cos a, 

also ist OJ^ = Qr und ()J=q. 

Folglich: Berechnet man für jede durch O gehende Ge- 
rade das Trägheitsmoment der Fläche Fj und zieht man für 
jede eine Parallele in dem berechneten Abstände, so um- 
hüllen die Parallelen die Culmannsche Trägheitsellipse. 



Ä 
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Diese Ellipse ist namentlich in graphischer Hinsicht von Wichtig- 
keit, imd sie wird hier nur vorläufig erwähnt, um Verwechselungen vor- 
zubeugen. Ist der Schwerpimkt 5, so hat man die Culmannsche 
Centralellipse. 

Die Culmannsche Trägheitsellipse ist ähnlich und ähnlich liegend 
zur ersten Ellipse. Die Mittelpunkte beider fallen zusammen. Die 
Brennpimkte der Lemniskate des Centrifugalmoments liegen auf der 
grofsen Achse beider Ellipsen, die Fixpunkte auf der kleinen. Später 
soll die zweite Ellipse eingehend behandelt werden. 

147) Um zu erkennen, auf was es bei den Berechnungen dieses 
Kapitels ankommt, mufs man einige numerische Beispiele nach jeder 
Richtung hin durchrechnen. Wird z. B. mit Millimetern gerechnet, 
so nimmt die Trägheitsellipse erster Art mikroskopisch kleine Dimen- 
sionen an, so dafs man sie in 1000- bis 10000-fachem Mafsstabe 
zeichnen mufs, um sie zu veranschaulichen. Die Culmannsche Ellipse 
dagegen erhält brauchbare Dimensionen. Für den Maschinenbau 
sind solche Berechnungen von geringerer Wichtigkeit, wohl aber für 
die Eisenkonstruktionen des Hochbau- imd Brückenbauwesens. Für 
die dort auftretenden Querschnitte sind Normalprofile festgestellt. 
Jedes derselben kann als lehrreiches Übimgsbeispiel Verwendung finden. 
Im nachstehenden Abschnitte ist ein ungleichschenkliges Winkeleisen 
numerisch behandelt. Ein Normalprofil wurde absichtlich nicht ge- 
nommen, um gewisse Eigentümlich- 
keiten schärfer hervortreten zu lassen. 

Abgesehen von der rein prak- 
tischen Verwertung für die Festig- 
keitslehre lassen sich aber viele physi- 
kalische Betrachtungen über die 
Theorie der Drehung, der Centrifugal- 
krafk, der Pendelschwingungen, des 
Stofses, des Wasserdrucks u. dgl. 
mit jedem solchen Beispiele verbinden. 



148) Beispiel des ungleich- 
schenkligen Winkeleisens. 

Gegeben sei h = 300 mm, }^ = 
20 mm =7= b^y K = 200 mm. Die 
Hauptaufgabe soll darin bestehen, 
die Lage der Hauptträgheitsachsen 
für den Schwerpunkt zu bestimmen 

und daraus gewisse Schlüsse zu ziehen. Der Einfachheit halber sind 
die Resultate jedesmal auf ganze Millimeter abgerundet. Dadurch treten 



^ mmmm^ 'i^ 



Fig. 121. 
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Ungenauigkeiten in die Rechnung, die praktisch ohne Belang sind, 
da der homogene Charakter des Materials doch niemals verbürgt 
werden kann. 

a) Schwerpunktsbestimmung. Die Koordinaten des Schwer- 
pimkts werden nach Nr. 3) 



h = 



h^l + hhj ^ ^i + h) 20 • 280 * + 200 • 20 (560 + 20) 

2(&,Ä, +"6,Ä^) ~ 2720". 280 + 200 . 20) 

3 888 000 



19 200 



= ow. 203 mm , 



^1^1 + ^ 2^2 20* • 280 + 200* . 20 912 000 .^ 

^'~ 2 (&iÄ~+~^,/i,) ~ 2 (20 . 280+200 • 20) ~" '19Y00 " ~ ^^ ^^' 

b) Die Trägheitsmomente Tx und Ty werden nach Nr. 61) 

= I [20 • 2033 + 200 . 973 — 180. 77»] = ~ 89 220000. 

= I [300 . 48-'^ — 280 . 28-'^ + 20 • 152«] = ~ 32 420 000 . 

Demnach ist das polare Trägheitsmoment für den Schwerpunkt 

T = 121640000. 
p 

c) Das Centrifugalmoment Ji^-y für die Schwerpunkts- 
achsen. 

P^ür den Mittelpunkt jedes Rechtecks ist das Centrifugalmomeut 
gleich Null. Nach dem Verschiebungssatze ist daim ^^ = -{-p^q^F^^ 
üfo = -{-^2(Zä^2 j ^^^ zwar sind die p positiv einzustellen bei 
Verschiebung nach links, die q positiv bei Verschiebung nach unten. 
Für das Rechteck mit Seite 3W) sind die Verschiebungen Jh = — 38, 
7i = — 53, die Fläche F^ = 6(K)0. Für das Rechteck mit Seite 
200 _ 20 = 180 sind die Verschiebungen ;>., = + ()2, 7, = + 87, 
die Fläche K = 3(>(X). 

So ergiebt sich 

M^ = () + (— 38) (— 53)6000 = 12 080 (MX), 
M^ = + (+ i\2) (+ 87) 3()(K) = 19 420 (JOO, 

folglich ist das gesamte Centrifugalmoment 

M^y =M, + M, = 31 500 (HK) . 

d) Die Lage der Hauptträgheitsaehsen. 
Nach Nr. 140 ist 
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j. .1 ^-^^x!/ G3 000 000 630 

tan 2a = -^ i 



T„ — 1\ — 66 800 000 568 



lg-- = lg tan I = 0,04499, also gehört zum positiven Bruche 

im ersten Quadranten der Winkel 5 = 47® 58', zum negativen Bruche 
also im zweiten Quadranten der Winkel 2a = 1*^2® 2', so dafs a = 66® V 
ist. Folglich : 

Die eine Hauptachse der Trägheit ist unter 66® V g^g^^ die 
positive Richtimg der X-Achse geneigt. Die andere steht senkrecht 
dagegen. 

e) Das maximale und das minimale Trägheitsmoment. 

Nach Nr. 141) wird für die beiden Grenzmomente 

T= -^1—' 4- " , ' sec2« 
= 60 820 0(X) 4- "— ^^^ = 60 K20 000 '-f 42 420 (XK) . 

— COS 132" 2 ' 

Folglich ist 

T= 1032400(X), T== 18400000. 

mox min 

Die Summe beider giebt selbst verstimdlich wieder Tp. 

1) Das maximale Centrifugalmoment für das Strahlen- 
büsehel durch S ist 

T— T 
3/ = ^^^ "^° = 42 420 000 . 

niax 

g) Die ürenzwerte der Trägheitsradien. 

g = y^ = 1/1!!^ = 103,71 mm = ~ 104 mm , 

m»x 

p = j/l" = |/"^ = 43,78 mm = <^ 44 mm. 

min 

h) Die erste Centralellipse würde die Halbachsen jöT^^^ 
imd /^mm erhalten, so dafs ihre graphische Darstellung bei den an- 
genommenen Mafsen nicht praktisch erscheint. In umstehender Figur 
ist sie im willkürlich gewählten 10 000-fachen Mafsstabe eingetragen, 
was t = 96 mm, a = 227 mm giebt. Letzteres fällt in die Richtung 
KL, ersteres in die Richtung MN, 

Hauptachse ist das Verhältnis 104 : 44 oder 26 : LI oder etwa 
5 : 2 für beide Achsen. 
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Man erkennt für die Festigkeitslehre sofort Folgendes; Bei 
StrebbeanspruchuDg giebt das Winkeleisen in der Richtung M7^ 
nacb, hält aber stand in der 
*"« '» Richtung ^i. Die Tr^ffähigkeit 

im einfachsten Einspannungs- 
falle ist, wie die Festigkeits- 
lehre zeigt, höchstens 
, r ■ E 

p-'-i-",,-. 

wo P die Tragfähigkeit, E der 
Elasticitätsmodul des Materials, 
{ die Höhe ist. (Alles auf Kilo- 
gramme und Millimeterreduziert.) 
Bei Biegungsbeanspruchung 
durch ein in senkrechter Ebene 
wirkendes Kriiftepaar würde es 
am günstigsten sein, MN hori- 
zontal anzubringen. Im Falle des FreitrSgers würde die Grenze der Trag- 
fähigkeit sein P ^ -j- , wo S die zulässige Spannung des Materials, 
l die Länge des Freiträgers, W = - bezw. W = - das Widerstands- 
moment (auch Querschnittsmodul Z genannt) des Querschnitts be- 
deutet. MN ist bei dieser Belastungsart neutrale Achse, c, und e^ 
sind die Entfernungen der üufsersten Fasern des Materials, wo die 
Zug- und Druckspannung am stärksten werden. Welcher tou den 
beiden Moduln zu wählen ist, hängt von den Tragmoduln des Materials 
für Zug und Druck ab. 

Die Festigkeitslehre zeigt femer Folgendes. Wird der Frei- 
tniger in beliebiger L^e eingemauert, ?.. B, in der gezeichneten, und 
wirkt das Kräftepaar in senkrechter Ebene, so gilt als neutrale 
Achse der zu dieser Ebene konjugierte Durehmesser der 
Ellipse, dessen Richtung sich aus der Tangente im Schnittpunkte 
ei^iebt. 

Denkt man sich den Querschnitt homogen mit Masse belegt 
und um eine in seiner Ebene liegende Schwerpuuktsachse gedreht, so 
setzt er der beschleunigten Drehung den gröfsten Widerstand ent- 
gegen, wenn MN Drehungsachse ist, den geringsten, wenn EL als 
solche gewählt wird. Die entsprechende Energie wird im ersten 
Fülle T - , im andern T -., , wo & die Winkelgeschwindigkeit ist. 
Aus der Drehung um eine Achst, die in S auf der Querschnitts- 
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ebene senkrecht steht, wird die Ceutrifugalkruft gleich Null, die Enei^ie 
wird 21, ^V 

i) Die Culmannsche Trägheitsellipse. Ihre lange Haupt- 
achse ftillt mit der der ersten Tmgheitsellipse 
zusammen, der sie ähnlich ist. Die Hauptachse 
a, ■= 104 mm fallt in die Richtung MN. Die 
Brennpunkte F und F^ liegen in den Ent- 
fernungen 

c = Vp' — e^ = ]/ll)4* — 44* = ~ + 114 mm 

von S auf MN. 

Trügt miui diese Eatfemuugen vou .S' aus auf 
KL ab, so findet man die Fixpunkte C und C, des 
Querschnittes. Für diese sind also die Trägheits- 
ellipsen Kreise vom Radius p^ 104 mm. Für 

beliebig gerichtete durch Cund (.'i gehende Achsen 

sind die Trägheitsmomente gleich T^ 10;12400(M). Man erhält den 

Triigheitsradius für eine beliebige Achse der Ebeue durch die Gleichung 

9* = p* + A 1>- = l'>4'' + /),j),, 

wo Pi und jij die von den Fixjtuukten aus auf die neue Achse ge- 
fällten Lote sind. 

Für jede durch S gehende Achse findet man den Trägheits- 
radius, indem man auf die parallele Tungent« der zweiten Ellipse 
ein Lot füllt. 

k) Die Lemniskate der Centri- ^''« '"' 

fugalmomente für je zwei Schwer- 
punktsachsen. 

Ihre Brennpunkte fallen in die 
Richtung MN und haben von S die 

Entfernung 4- ., = + '^ ^ + 47, Der 

gröfste Halbmesser SG wird gleich 

eY-l = 941/1 = ~ '■"' mm = f- 

Da iJ'F^M^t^ werden mufs, so 
ergiebt sich hier eine «-ichtige Rech- 
nungaprobe. Man erhält in der That den _ 

früheren Werth i- . 9G0O = 42420fH)0. 

Einige Punkte der Lemniskate hätte man aus dem Obigen 
ableiten können. Für die unter 4ä° geneigte Gerade hätte man als 
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Radius des Centrifugalmoments gefunden Izy = 1/-^- = V'-^^- 
= --^ 57 mm. Dies mufs mit der ZeichiiUDg übereinstimmen und 
giebt durch Symmetrie noch drei andere Punkte der Kurve. 

I) Bei der Drehung um irgend eine in der Querschnittsebene 
liegende Scbwerpunktsachse entsteht im allgemeinen ein aus zwei 
senkrecht gegen diese gerichteten Centrifugalkräften zu bildendes 
Centrifugalmomeut, dessen Gröfse durch den Winkelhalbierenden Radius 
der Lemniskate angegeben wird. Dieser Radius ist gleich Null in 




_^ 



den Richtuugen der Tangente RQ und VW, folglich ist das Centrifugal- 
moment gleich Null für die Hauptachsen KL und MN. Diese 




sind also freie Achsen des Querschnittes. Die dritte freie Achse 
ist das in S auf der Querschnittsebene errichtete Lot. 
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m) Auf andere Aufgaben der Mechanik, bei denen es sich um 
Pendelschwingungen, excentrischen Stofs, um Mittelpunkt des Wasser- 
drucks und dgl. handelt, sei gelegentlich dieses Übungsbeispiels nur 
kurz hingedeutet, da sie nur für die Übung im Ansätze, nicht aber 
für die Praxis Wert haben. 

149) Im Anschluss an Culmanns Graphische Statik sind in den 
nebensteheBden Figuren noch einige Gentralellipsen zweiter Art 
fflr gewisse Querschnitte skizziert worden, die filr Übuugsbeispiele 
brauchbar sind 




Fig. 127'' st«llt den Querschnitt einer Schiene dar, Fig. 127" ein 
Wiukeleisen, Fig. 127'' ein I-Eisen, Fig. 127« ein Z-Eisen, Fig. 127' 
ein U-Eisen, Fig. 127' ein T-Eisen, 
Fig. 127'' ein Quadrant-Eisen, auch Kig im. 

Zores-Eisen genannt. 

150) Aufgabe. Die Grenzträg- ^ 
heitsmomente des Viertelkreises '' > 
für den Mittelpunkt zu berechnen. 

Aus r, = r, = "^'j folgt nach der 
Gleichung 

r„ = r^co3*a+ T, sin^ß — sin2«J/.^ 
für den -^ dt = 45" 

T- ^ ^^(cos* K -\- sin*a) — sin '2aMx.j - 
Nun ist aber Mi.j^-, folglich 




- sin 2aMxy. 
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T. = -^ — 



T. = ~. 





Abschnitt IV. 


r'7t 
16 


-sm(2.45»)Jf,,-'jJ-^- = 


16 


- sin (- 90») Jf,, = ^ + ^* 



I* 51? f f* 



16 



-imin 



= J^(« + 2) = r, 



max 




151) Aufgabe. Dasselbe für den 
Achtelkreis. 

Nach vorigem Abschnitt folgt aus T> 
für Tjc die Hälfte, also 

Da aber Tp = --- ist, so folgt 

Ty = 2y, ^4; = -32 32 ^^ ~ 



2) 



Für die Gleichheitsachsen 06? und OG^ hat man 



r*7t 



T' ^ 

^ ~ 2 ~ 32 

Wie vorher, ist 

T, = i; (cos* a + sin« a) — sin 2a M,, = T^ — sin (2 • 22 1^) M,,, 

folglich 

M,, sin 45« =Zj — T^ 

und das Maximum des Centrifugalmomentes für 



r^n 



^^^ sin 4Ö« 



T^' ~ n (^ ~ ^.^ 



32 



= ^1/2. 

16 ^ 



Folglich ist. 

Jlf,y = cos 2aMy, + I sin 2« (T^ — Z,) = cos 45« • [^^2 

demnach 



16 



T, = j; cos 22 'V Ty sin 22 ^^ — sin 45«ilCy = ^ (:;r — 2) 



1 + 



vT 



I 32 V^ • '^ ' 2 ''2 10 32 16 '^ 2 16 '^ 2 



.4 
32 

.4 



= 32 "" "F ''^ 2 = 32 (^ — - K -) = ^"*° ' 
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dagegen 



znax 



Diese Resultate werden sich später in einer allgemeinen Formel 
bestötigen. 

« 

152) Eine brauchbare Beziehung zwischen dem Trägheits- 
moment und dem Centrifugalmoment ergiebt sich aus folgender 
Betrachtung. 

Nach Nr. 133 ist für die um a und die um /3 = « -|- 90® gegen die 
grofse Hauptachse geneigten Achsen 

qI = qI sin* « + pj cos^ a 

9900,0 
^i "^ P2 ^^s « + pj sin a 

^ = (p2 — Qi) sin a cos a. 

Man bilde aus den beiden ersten Gleichungen durch Multiplikation 
eine neue, aus der dritten durch beiderseitige Quadrierung ebenfalls. 
Aus den neuen Gleichungen bilde man eine weitere durch beider- 
seitige Subtraktion. Dann erhält man 

22 )4 4-2 2 ,22/-4 • 4\,4-2 2 

Q^Q^ — A = pg sm « cos a + g^g^ (^sm a + cos a) + pj sm a cos cc 
pg sin a cos a — ^P2^i ^^^ ^ ^^^^ ^ "f" Pi ^in « cos a 

22/-4 i4>-2 2 , 4\ 

= pjPg ^sm a -\- 2 sm a cos a + cos aj 

2 2 / . 2 , 2 V 

= pjpjj(^sm a -[- cos a) 
Demnach ist 

-|4 

A^ = (pap^)'— (pipa)"- 



2 2 



«4 2 2 2 2 



oder 



Daraus folgt z. B. 



oder 



l'k' = FglFg^^-F'g\gl 



3f =T T. — JF^i 



2 2 



Von der letzteren Beziehimg soll später eine wichtige Anwendung 
gemacht werden. 
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153) Zu den rein mathematischen Aufgaben, die durch die Er- 
gebnisse der vorstehenden Abschnitte lösbar geworden sind, gehören 
solche über ganz beliebig abgeschrägte Körper, z. B. folgende: Der 
Normalschnitt eines Körpers sei ein Halbkreis, der Körper werde 
durch eine ganz beliebige Ebene abgeschrägt. Sein Schwerpunkt 
soll bestimmt werden. Dasselbe ist für den Fall zu leisten, dafs 
er oben und unten durch 'ganz willkürlich geneigte Ebenen ab- 
geschrägt wird. Aufgaben physikalischer Art wurden bereits mehr- 
fach angedeutet. 



Abschnitt V. 

Einige Hülfsmittel der Elementar-Mathematik. 

(Methode der unendlich dünnen Schichten.) 



154) Bisher kamen nur mathematische Vorkenntnisse zur An- 
wendung, die auf sämtlichen höheren Schulen erworben werden können. 
(Höchstens die Guldinsche Formel ist hier und dort noch vom 
Gymnasium ausgeschlossen.) Von jetzt ab sollen Fortschritte dadurch 
erzielt werden, dafs auch die Newton-Simpsonsche Regel, die 
Schichtenformel oder Summenformel für ganze positive Ex- 
ponenten imd die Schichtenformel für gebrochene und für 
negative Exponenten zur Anwendung gelangen. In dem Metho- 
dischen Lehrbuche des Verfassers über die Elementarmathematik ist 
das Nötigste darüber gesagt, auch sind dort zahlreiche Beispiele ge- 
geben, besonders im dritten Teile. Für Nichtbesitzer des Buches sei 
das Nötigste auch hier auszugsweise dargestellt. Jede der drei Formeln 
ist ein förmlicher Hebel der Elementarmathematik, mit dessen Hülfe 
weite Gebiete der Technik bezwungen werden können. Zum Sehlufs 
soll noch die erweiterte Simpsonregel für augenäherte Berech- 
nungen erörtert werden. 

A. Die Newton-Simpsonsche Regel für Körper und Flächen und 
die Sehiehtenforniel für ({nerselniitte bis zur dritten Ordnung. 

15')) Fig. VM) stellt den Aufrifs von vier Körpern gleicher Höhe 
dar. Der erste sei ein Prisma oder ein Cylinder, dessen Querschnitts- 
fläche überall gleich a ist. Sein Inhalt ist ah. Der zweite sei ein 
Dreieckskörper, dessen Querschnittsfläche in jeder Höhe y gleich Inj sei, 

also in der Höhe h gleich hh. Sein Inhalt ist - • Bei dem dritten 

nehme die Querschnittsfläche zu, wie bei einem geraden Kreiskegel 
oder einer geraden Pyramide, die auf die Spitze gestellt sind, d. h. 
die Querschnittsfläche soll proportional dem Quadrate der Höhe sein^ 
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z. B. gleich cy^ in jeder Höhe y, gleich ch^ in der Höhe ä. In der 
Zeichnung ist der Körper so gedacht, daXs er als gerade Säule über 
der Zeichnungsebene steht und zwar über der gezeichneten Fläche, die 
nach dem Früheren auf der einen Seite parabolisch begrenzt sein 
mufs. Der gezeichnete Körper, und der mit ihm verglichene Kegel, 
bezw. die mit ihm verglichene Pyramide haben sämtlich die Höhe h 
und die Grundfläche ch^y ihre Querschnittsflächen sind in gleichen 

Fig. 130. 



A 
I 
I 



I 



I I 

I I 




Höhen inhaltsgleich, folglich stimmen nach Cavalieri auch die körper- 
lichen Inhalte überein. Jeder ist also, wie- die Pyramide, vom Inhalt 

6r— oder -^- (Die Parabel schneidet vom Rechteck den dritten 

Teil ab.) Bei dem vierten Körper sei die Querschnittsfläche proportional 

der 3*®** Potenz der 
^** ^** Höhe, imd zwar soll 

''*' ^^"^ den Höhen y und h 

bezw. dy^ bezw. dir' 

entsprechen. Dafs er 

dh* 
den Inhalt—- hat, läfst 

sich folgendermafsen 
zeigen: Figur 131 stellt 
den dritten uild vierten 
Körper noch einmal 
dar, nur ist beim dritten 
d statt c geschrieben. 
Nach Cavalieri liegt bei dem letzteren der Schwerpunkt, wie bei der 

Pyramide, in der Höhe J h. Das statische Moment des Körpers in 



Jf 




.'3*' ^NC _l St 



dh^ 8 



Ä = 



dh' 



Bezug auf die Grimdfläche ist also M^J^h=^^., ^ 

Das statische Moment der Fläche dy^ in Bezug auf die Grund- 
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fläche ist aber rfy* • y = dy^, das der obersten Fläche dh? • A = dh^, 
und gerade so grofs sind die entsprechenden Querschnittsflächen des 
Saneben stehenden Körpers. Weil nun die Mafszahlen für die Quer- 
schnittsflächen des letzteren ebenso grofs sind, wie die Mafszahlen der 
statischen Momente für die Flächen des vorigen, so mufs die Mafszahl 
för den Inhalt des letzten Körpers dieselbe sein, wie die Mafszahl 

für das statische Moment des vorigen, nämlich -j-- 

So hat man zunächst folgenden Satz: 

Ist der Querschnitt eines Körpers in jeder Höhe y von 
der Form q = a, oder q = by, oder q = cy^, oder q = dy^y 

so ist der Inhalt von der Höhe bis zur Höhe h genommen 

bh* ch^ dh* 

J = ah bezw. J == -^r- , J = — - , J = -7- • Es wird sich unten 

zeigen, dafs man ganz allgemein für jedes positive p sagen kann, zum 

Querschnitte q = kyP gehöre der Inhalt J= - 

Weil jede von diesen Formeln durch Betrachtung der Querschnitts- 
flächen oder besser der imendlich dünnen Schichten gewonnen wird, 
deren Summe den körperlichen Inhalt giebt, kann man jede als eine 
Schichtenformel oder Summenformel bezeichnen. 

156) Was von den vier gezeichneten Körpern gilt, gilt auch von 
ihren Aufrifsflächen in Fig. 132. Also: 

Ist die Querlinie einer ebenen Fläche in jeder Höhe y 
von der Länge <? = a, oder 7 = hy oder q = cy' oder q = r/«/^, 
so ist der Inhalt von der Höhe Null bis zur Höhe h ge- 

nommen F = ah hez\y. r = . , I» = ^ F=-—- 

Mit anderen Worten: Die Parabel 0*«% 1*«', 2*«', 3*«' Ordnung 

schneidet vom Rechteck den 1*««», 2^«", 3^°, 4*«'» Teil ab (}, {, ■ , |) • 

Hier sind also zwei Gerade als Parabeln 0*®' bezw. 1*®' Ordnung be- 
zeichnet worden. 

Dies gilt auch dann, wemi man jeden Querschnitt in seinem 
Niveau irgendwie verschiebt. So kann z. B. die linke Grenzlinie auch 
eine schräge Gerade, oder eine Parabel 2'®' oder 3*®' Ordnung sein, 
an die sich dann die horizontalen Schnitte anzulegen haben. Dadurch 
wird nun die folgende Betrachtung ermöglicht. 

157) Denkt man sich die in gleichen Höhen liegenden Schichten 
der vier Körper vereinigt, so entsteht ein Körper, dessen Querschnitts- 
fläche in jeder Höhe y ist (/ = a + it/ + cy'^ + diß. Sein Inhalt 

aber mufs sem J = . + ,» + 1; — r - * 

1 ü O \ 
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Nach Cavalieri mufs dieses Resultat allgemeine Geltung haben. 
So erhält man den 



V y 




A 



Satz: Hat ein Körper in jeder Höhe y den Querschnitt 

1) ^ = « + ^y + cy^ + dfy 

so ist sein Inhalt von der Höhe Null bis zur Höhe h ge- 
rechnet 



2) 



ah 



hh' . ch'- 



dh' 



158) Ebenso gilt der 

Satz: Ha't eine ebene Fläche in jeder Höhe y die Quer- 



linie 
1) 



q=.n + hy + cy- + dy^ 



so ist ihr Inhalt von der Höhe Null bis zur Höhe h ge- 
rechnet 



2) 



^ ah , hh^ , ch^ , dh* 



ü 



Jede Formel 2) soll als die Schichtenformel (Summenformel j für 
Körper bezw. Flächen bis zur dritten Ordnung bezeichnet werden. 

159) Es läfst sich nun zeigen, dafs damit auch die Simpson- 
New ton sehe Regel bewiesen ist, welche lautet: 

Hat ein Körper in jeder Höhe y die Querschnittsfläche 

g = a + 6y + ct/2 + dy"", 

so ist sein Inhalt von der Höhe Null bis zur Höhe h be- 
rechnet 
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WO U den ünterschnitt, den Oberschnitt, M den Mittel- 
schnitt bedeutet. 

Beweis. In Fig. 132 ist der Unterschnitt, d. h. der Schnitt fiir die 
Höhe t/ = 0, U= üj der Oberschnitt = a -{- bh -}- ch^ -}- dh^, der 

Setzt man dies in ^[U -{- -f- 4M] ein, so ergiebt sich 

J[a + (a + 6Ä + cA^ + dA«) + 4(a + ^ + ^ + ^)] 

Letzteres ist aber nach Nr. 157 der Inhalt J", folglich ist 

-q[U+ + 43fl = J. 

160) Ebenso gilt für Flächen der Satz: 

Hat eine Fläche in jeder Höhe y eine Querlinie von der 

Länge 

g = a + fey + cy2 4- df, 

so ist ihr Inhalt, von der Höhe Null bis zur Höhe h ge- 
rechnet, 

WO II die unterste, o die oberste, m die in halber Höhe 
liegende Querlinie bedeutet. 

161 ) Selbstverständlich können bei beiden Sätzen beliebig viele der 
Faktoren a, 6, c und d gleich Null sein. Demnach wird bald die 
Schichtenformel, bald die Simpsonsche Regel das Bequemere sein. 

Während, wie sich zeigen wird, die Schichtenformel über die 
3** Ordnung hinaus weiter gilt, ist dies bei der Simpsonregel nicht 
der Fall. Diese gilt z. B. nicht mehr für den Körper mit Querschnitts- 
formel q = dy^. Bei diesem würde sie geben 

was falsch ist, da nach der später zu beweisenden richtigen Formel 

~p- oder j^ dh^ herauskommen müfste. Hier also könnte die Simpson- 

Newtonsche Regel höchstens als rohe Annaherungsformel gebraucht 
werden. 

Holimaller, Ingenieor- Mathematik. I. 8 
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Sobald es sich um ganze positive Exponnenten handelt 
und in der Querschnittsformel der dritte Grad nicht über- 
stiegen wird, kann die Simpsonsche Regel angewandt werden, 
sonst ist ihre Anwendung nicht zulässig. 

162) Bezüglich der Summenformel ist noch Folgendes zu bemerken. 
Aus 

i? aÄ, bhl Chi , ^K 
f =T- + ^ + -3-+■T 
und 

Äi ah, 6Ä? cÄ? dh^ 

folgt durch beiderseitige Subtraktion als Fläche von \ bis h^ 

^._ a(h, -h^ b {hl - hl) c {hl - hl) d{ht-h\) 
i ~ 1 "*" 2 "T" 3 ' 4 ^ 

wofür man wohl auch abgekürzt schreibt 

oy , hy* . cy^ , dy* 



F = 






Damit werden die Parallelschichten der entsprechenden Körper und 
Flächen in der Regel bequemer, als mit der Simpsonschen Regel, be- 
rechnet, weil bei dieser der Mittelschnitt besonderer Berechnung be- 
darf, die hier überflüssig ist. 

Für die einfachen Parabeln bis zur dritten Ordnung sind die ent- 
sprechenden Inhaltsformeln: 

F=a-A-j_^, ir=feJ_J, F^c^-^, F=d-L_L^ 

A, hl A, Aj 

163) Die Anwendungen auf Flächen sind zunächst von geringerer 
Bedeutung. Dagegen lassen sich, wie im 2^^ und S**** Bande des 
Methodischen Lehrbuchs gezeigt wird, zahlreiche Körper auf dem 
vorgeschlagenen Wege berechnen. Von dem Prisma, dem Dachkörper 
und der Pyramide abgesehen, handelt es sich z. B. um Pyramiden- 
stumpf, Kegelstumpf, Prismatoid mit ebenen und windschiefen Seiten- 
flächen, mit geradlinig oder krummlinig begrenzten Grundflächen, um 
die Kugel mit ihren Segmenten und Parallelschichten, das Drehungs- 
ellipsoid und dreiachsige Ellipsoid mit Segmenten und Parallel- 
schichten, um die Parallelschichten des einmanteligen Drehungs- 
hyperboloids und des einmanteligen dreiachsigen Hyperboloids, um 
die Segmente und Schichten des zweimanteligen Hyperboloids imd um 
einige Arten von Drehungsparaboloiden höherer Ordnung. 
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164) Die Formeln lassen aber noch anderweitige Deutungen zu. 
Ist 

1) ' g = a -f 6y + ct/2 + dy^ 

das statische Moment des Flächen- oder Körperquerschnitts in Bezug 
auf die Basis, so ist 

2) f=T + -r + T + -r 

das gesamte statische Moment der Fläche, von bis h genommen. 
Ist 1) die Formel für das Trägheitsmoment der Fläche oder 
des Körpers in Bezug auf die Basis, so ist 

h 

3) 



T = "* 4- — -I- — 4- -^* 







das gesamte Trägheitsmoment in Bezug auf die Basis. 

Ist 1) die Formel für den Querschnitt des Arbeitsdiagramms, be- 
deutet es also die Qröfse der Kraft an der Stelle y, so ist 



4) 



'• _ aÄ 6Ä* cÄ» , dh* 

f — r + T + "äT + T" 



die gesamte Arbeit längs des Weges bis h. 

Ist 1) das Gewicht des Querschnitts in der Höhe y, so ist das 

Gesamtgewicht 

h 
5) P = 





ah hh* ch^ , dh' 



3 



165) Beispiel des Trapezes. 

Der Querschnitt in Höhe y ist für das nebenstehende Trapez 



1) 



x = b + 



6, 



wie sich aus der Zerlegung in Parallelogramm (Recht- 
eck) und Dreieck ergiebt. 

Das statische Moment des Querschnitts in Bezug 
auf die Grundlinie ist 



2) 



xy = by-\- -s-^ y* 



das entsprechende Trägheitsmoment 

3) 



xy^ = hy^ + -^— y\ 




Da keine dieser Querschnittsformeln den dritten Grad übersteigt, so 
darf auf sämtliche die Simpsonsehe Formel angewandt werden. Die 
Fläche wird nach 1) 

8* 
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4) F=*[ft + 6, + 44A] = J[;3fc + 36.]=2-(6H-fcx). 
Das statische Moment wird 

5) J|f„ = J[ft.O + Ä,Ä + 4*±*'-|] = ^'[6, + (6+6,)]=^'(6+26,). 
Das Trägheitsmoment der Fläche wird 

s 

Daraus ergiebt sich die Schwerpnnktshöhe 



M. 



^ '^'— F ~ '3(6 + 6,)"' 

der Trägheitsradius in Bezug auf die X-Achse 



die Höhe des Schwingungspunktes bei Drehung um dieselbe Achse 
Q , _^» _ » (M-_3ft.) 

' '"• ~ Ml — 2 {h + 2 M ■ 

Einfacher würde die Summenformel aus 1) geben: 

* hh , \-h h* ,, 6 + 6, 
f = T + ~Ä~ Y = '* —2— ■ 

Aus 2) würde folgen 

••, 6A' ,6, — 6 Ä' A' 'i 1 rt i \ 

^« = -2- + -V-y = y^^ + 2*i)- 

Aus 3) erhält man 

Das Centrifugalmoment in Bezug auf die Geraden b und h würde filr 
den Querschnitt werden 

Da der dritte Grad nicht überstiegen wird, liefse sich auch hierauf 
die Simpsonformel anwenden. Sie würde geben 

oder 
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Die Schichtenformel würde geben 

oder 

M., = ^' ['/ H- 2 66, + 3 bl] . 

166j Beispiel der Parabel x^~f 

Das statische Moment und das Trägheitsmoment des Querschnitts 
würde für die Grundfläche werden -^, -^, das Centrifugalmoment 



h* ^ h' 



.» ,.i,M* .i /.«**5 



würde sein -^V = -Ä- i = ^p * Die Simpsonsche . Regel ist also 

hier nur für die Berechnung der Fläche und des statischen Momentes 
zu gebrauchen, denn alles Übrige übersteigt den dritten Grad. Das 
Resultat würde werden 

Die übrigen Dinge können erst im Abschnitt B behandelt werden. 

167) Die Gleichung einer Kurve sei 

X- = rt + 6f/ + cy^ -f (hf. 

Der durch Drehung um die Y-Achse aus ihr entstehende 
Körper hat die Querschnittsformei 

q = x^Tt = an -f- ^"^y + c;ry^ + dity^. 

Da der dritte Grad nicht überstiegen wird, kann sowohl die Simpson- 
sche R^gel als auch die Summenformel angewandt werden. Der 
Inhalt wird 

Im besonderen Falle x^ = dy^ handelt es sich um die sogenannte 
semikubische oder Neil sehe Parabel. Die allgemeinere Curvje wird 
bisweilen als Neil oi de bezeichnet, während andere den entsprechenden 
Drehungskörper mit dem Namen Neiloid belegen. 

168) Ist die Gleichimg von der Form 

^* = « + 6y + cy^y 
so erhält der Drehungskörper den Inhalt 

^ rah , bh* , cÄ*n 

Der Querschnitt hat in Bezug auf die Grundfläche das statische 
Moment 
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x^y = jt(ay + by^ + cf), 

demnach ist die Simpsonsche Regel anwendbar auf die Berechnung 
des statischen Momentes 

Ist endlich die Curvengleichung von der Form 

x^ = a + hy, 

so läfst sich auch das Trägheitsmoment Tu des Drehungskörpers mit 
Hülfe jener Regel berechnen. Die Resultate werden 

Die angegebenen Beschränkimgen, die z. B. die Anwendung auf das 
Trägheitsmoment der Kugel ausschliefsen, lassen die Ausdehnung der 
Schichtenformel auf höhere Potenzen als wünschenswert erscheinen. 
Diese soll in Abschnitt B.^ durchgeführt werden. 

160) Noch sei darauf aufmerksam gemacht, dafs bei der Curven- 
gleichung X = — das statische Moment des Querschnitts 

sein Trägheitsmoment xy* = y* = >J wird, so dafs sich für die 

beiden letzten die Simpsonsche Regel anwenden läfst. Bei der 

(jleichung x = -^, die dem Gravitationsgesetze entspricht, ist das 
Trägheitsmoment des Querschnitts der Diagrammkurve 

der entsprechenden Behandlung zugänglich. 

170) Eine weitere Deutung ergiebt sich folgendermafsen: 
Die Gleichung «einer Kurve sei 

^y I ^y* \ ^y^ \ ^//* 



X 



- ^ + -y + -f + 3- + -4 



In der Höhe y hat sie eine Tangente, die gegen die Y- Achse 
eine gewisse Neigimg a hat. Diese berechnet sich nach dem Anhange 
von Teil 3 des Methodischen Lehrbuchs Seite 132 nach der Formel 



tan« = a -f -^ + — ^- + — ^ 
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oder nach 



tan a = a -{- by -{- cy^ -(- dy^. 

Polglich: Deutet man die Gleichung 

1) q = ci + hy + cy^ -]- dif 

als die trigonometrische Tangente des Neigungswinkels, den die 
geometrische Tangente einer gewissen Kurve in der Höhe y ge- 
nommen gegen die F- Achse hat, so ist die Gleichung der Kurve 

Hierzu kann aber noch eine Konstante ft kommen, deren Gröfse nur 
von der Wahl des Niveaus für die X-Achse abhängt, die also für 
die Gestalt der Kurve ohne Bedeutung ist. 



B. Die Sciliciltenformel fBr ganze positive Exponenten 

von beliebiger Grofse. 

171) Figur 133 stelle eine Parabel ganzzahliger Ordnung dar, 
die einem Rechteck mit den Seiten h und h einbeschrieben ist. 
Ihre Gleichung sei 

6 „ t'ig 183. 



x = -yp, 



was für y = den Querschnitt 0, für x = h den 
Querschnitt 

hP 

giebt, wie es nach der Figur auch sein mufs. 

Man denke sich die Höhe Ä in w gleiche Teile 
zerlegt und durch die Teilpunkte Parallele ge- 
legt. Die Streifen mögen, wie in der Figur, zu 
Rechtecken ergänzt werden. Jedes dieser Rechtecke 

hat die Höhe , die Grundlinien aber sind nach der Formel x = — yP 




n 



der Reihe nach 

b /h\P b /2h\P b /Sh\P 



oder 



b_^(n\P b /2Ä\P b /3h\P 
Ä^ \n / ' j^P \ir) ' ^ \n^) ' 



jP 2^*, 3^, 

nP ' nP ' nP ' 



& 



n' 



n' 



b /nh\p 
hP 



6, 



so dafs die Summe der Rechtecksinhalte wird 
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TjWR 



oder 



n nP n f^ n vP n fiP 

' — -A oh. 



Macht man nun n unendlich grofs, die Höhe der Streifen also unendlich 
klein, so fallen erstens die störenden Treppenräume weg, zweitens wird 
nach Band II des Methodischen Lehrbuchs, Arithm. Nr. 38, 







1' 


' 4- 2^ + 3^ + . 


• • + nP _ 


1 
P + 


-- für 


n = 


= c» 


und 


demnach 


wird 


die 


schraffierte Fläche 


von 


der Höhe 


bis 


zur 


Höhe h 


























h 
F = 

Ü 


bh 
p+l 











Also: Die Parabel p^^ Ordnung x = — y'* schneidet von dem 

zugehörigen Rechteck den (p + 1)*®° Teil, d. h. die Fläche 
bh , 

TT ^'^• 

Folglich: Die Parabel p^*"^ Ordnung x = kyP hat von der 
Höhe bis zur Höhe h den Inhalt 

P+^ 

Hier nämlich würde das Rechteck die Seiten h und kh^^ also 
den Inhalt kh^'^^ haben, von dem der (p + 1)**' Teil abgeschnitten ist. 

Dadurch bestätigen sich zunächst die schon vorher bis zur 
3t«u Ordnung gefiindenen Resultate. 

172) Durch Aneinandersetzen der Streifen parabolischer Flächen 
nach Art der Figur 132 erhält man folgende allgemeine Sätze: 

Satz: Berechnet sich die Querlinie einer ebenen Fläche 
für jede Höhe y nach der Formel 

x = a + hy + cy^ + dy"" -\ \- kyi\ 

so ist ihr Inhalt, von der Höhe y = bis zur Höhe y = h ge- 
rechnet, 

^ nh . bh^ . ch^ . dh* . . , Ä^+^ 



1'2'3'4' ^ P 







+ 1 



Satz: Berechnet sich die Querschnittsfläche eines Körpers 
für jede Höhe y nach der Formel 
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q^a + by + cy^ + df-] [- kyP 

so ist sein Inhalt, von der Höhe y = bis zur Höhe y = h 
gerechnet, 

173) Durch diese Formel wird ein Bereich beherrscht, der weit 
über den der Simpsonschen Regel hinausgeht. Die Zahl der Glieder 
darf unter gewissen Bedingungen sogar bis ins Unendliche gehen. 

Ist z. B. der Querschnitt durch folgende unendliche Reihe dar- 
gestellt 

1) jy = a + ^y + cy^ + dy' -\- ey^ -\- ' • ' in infinitum, 
so folgt daraus 

2) J= - + _ 4- ..^- -}_ _ -|_ _ _ -I lu inhmtum, 

nur mufs der Konvergenzbereich beider Reihen eingehalten werden. 

Die Formeln können auf alle Funktionen angewandt werden, die 
sich in konvergenten Potenzreihen entwickeln lassen. 

Dies gilt z. B. von der geometrischen Reihe, also von der Kurve 

X = j— -^ = 1 -f- ^ -f- y« -f- y*» -| für y absolut < 1 , 

von der Exponnentialreihe, also von der logarithmischen Linie 

und zwar für jedes y; ferner von der logarithmischen Linie 

.r = %y = y-|'+'j'+'f + ^^*+--- für y absolut <1, 
von der Kettenlinie 



X = 



__ 1 I IL _| •' 4_ ^ (_ 

"•l. 2 '1.2. 3. i"»!- 2 -3. 4. 5. 6' 



2 

von der Sinuskurve 

y '/^ i y^ y^ i 

von Kurven, deren Gleichung mit dem binomischen Lehrsatze zu- 
sammenhängt, wie 

./• = yrTy = (.1 + 1/y 

1 



— i + f y H 1—2""^ "^ i~rYr3 ^ + 

für y absolut < 1. 



• • • 
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Diese Bemerkungen mögen vorläufig hinreichen, von der weit- 
gehenden Bedeutung des Verfahrens ein Bild zu geben, denn die 
obigen Deutungen bleiben hier sämtlich erhalten. Einige Beispiele 
werden die Sache näher erläutern. 



Fig. 131. 



174) Anwendungen auf die Halbkugel und die ganze 

Kugel. 

a) Inhaltsberechnung. Der Schnitt 

in Höhe y ist 

q = x^TC = (r* — y^) 7C =^ r^x — y^x . 
Folglich: Inhalt der Schicht von bis y^ ist 




Inhalt der Halbkugel 



J = 

^ 



ny\ f/,3r 



Vi 



ifi in'" ( t 2\ 

= (r — y,j. 







2 ''l 



'1 2 <l_ 

^ 3 = 8 ''^• 



b) Das statische Moment in Bezug auf die Grundfläche. 
Die in Höhe y befindliche Schicht hatte die Fläche x*;r, die Multi- 
plikation mit dem Abstände y giebt x^y% oder (r* — y^) yx = r^xy 
— y^x. Aus 



q = r^xy — y^x 



folgt als statisches Moment der Schicht von bis y^ 

tÖ. 2 yf yt VI'' (^ 2 2> 

M = r^x „ — :;r - = - - (2r - 

rt ö 4 4^ 



y?). 



Das statische Moment der Halbkugel für die Grundfläche ist 

M=r'x- — x^ = -^' 

c) Schwerpunktshöhe. 

Die Schwerpunktshöhe der Schicht ist 






ay. 



yl 



^ y.« 



r (^* - yf) 

die Schwerpunktshöhe der Halbkugel 



4 r«- 



yl 



M 





h. = -.= 



r 
J 




r*n 



2 s 



s 
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d) Trägheitsmoment in Bezug auf die Grundfläche. Die Schicht 
in Höhe y ist mit y^ zu multiplizieren, wenn man ihr Trägheits- 
moment für die Grundfläche erhalten will. Dies giebt 

q,j = x^%y^ = (r* — y*) ny'^ = r^ity^ — %y^ , 

Das Trägheitsmoment für die Schichten von bis y^ wird also 

^ 8 y\ y\ y\^ (. 2 o %\ 



15 



Für die Halbkugel selbst wird es 



e) Der entsprechende Trägheitsradius. Er bestimmt sich 
aus der Formel y]J= T, also wird er für die Schichten von bis y^ 




für die Halbkugel 



Vi 



15 


(sr*- 


■sA) 


3 


ir'- 


'A) 


=1 


/f. r>^ 


- = 1 



_ l/8yf(6 r*"-3y^ ) 



3 



fTC 



e) Das Trägheitsmoment der ganzen Kugel in Bezug auf 
einen Hauptschnitt ist 



15 



f) Das axiale Trägheitsmoment der Kugel in Bezug auf 
einen Durchmesser ist gleich der Summe zweier planen Trägheits- 
momente (in Bezug auf zwei auf einander senkrechte Hauptschnitte), 
also 

wo m die Masse der Kugel bedeutet. 

g) Der axiale Trägheitsradius wird 



n 



=y-j - 




Vi- 



h) Die Energie der homogenen sich drehenden Kugel ist 



^=-2- = ^^Y = -5~^ 
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WO m die Masse, %• die am Radius 1 gemessene Winkelgeschwindigkeit ist. 

Für den Erdball z. B. ist T = — -— - , wo das spezifische Gewicht 

p' = o^ß^ ^ = 9^81 m und r = 860 • 7500 m angenommen werden kann. 
Die Umdrehungszeit ist 8(5 1G4 Sekunden (Stemtag, nicht Sonnentag 

von 8G400 Sek.), die Winkelgeschwindigkeit also 0' = » Die 

Drehungsenergie ist daher | ^^'." ^^j (-|y^^^^^^ 

tonnen = 28 3S.S . Uf* mkg. Division durch 425 giebt die in dieser 
Energie enthaltene Anzahl von Wärmeeinheiten, nämlich 6() 797 • 10'' W.-E. 

Angenommen, der Stern tag wäre jetzt ^^ Sekunde länger als vor 

20(K) Jahren, so wäre die frühere Winkelgeschwindigkeit gewesen 

*i = „ß-rfg-Ä. = ^SS **)' ^^^ Energieverlust also 

M 

28 388 . 10^^ ^— ^-^^977^^^^""^^' = ^^ ^"^^^ * ^^^" ^'"8- 

Man kann den mittleren Energie verlust innerhalb der 20<X) Jahre auf die 
Sekunde reduzieren, indem man abgerundet durch 2000 • 365,25 • 86 400 
dividiert. Er beträgt auf die Sekunde 12 918 10^ mkg. Division 
durch 75 giebt 17 225- 10'* Pferdestärken, mit denen imter jener be- 
kaimten Annahme an der Verlangsamung der Erddrehung gearbeitet 
wird, und zwar besonders durch den Einflufs der Fluterscheinung. Bei 
konstanter Wirkung würden zur Erschöpfung der Drehungsenergie 

20(K3 ^T-gTö — TKii oder etwa 7(HK) Millionen Jahre nötig sein (was mit 

der Probe 81 -86164 zusammenstimmt), bei abnehmender Wirkung 
noch längere Zeit. Die Kleinlichkeit der technischen Masseinheiten 
im Verhältnis zu kosmischen Erscheinungen tritt bei diesem Übungs- 
beispiele in überraschender Weise hervor. 

i) Die Energie der drehend und fortschreitend bewegten 
Kugel. 

•J ' 2 2 ' 5 10 ' 

Man kami also z. B. die gesamte Energie der Erdkugel berechnen. 
k) Die Energie der ohne Gleitung rollenden Kugel. 



'& 



2? 



2 1^ 2 2 ' 2 2 • 2 -* 



= -ö- + -5 '^^^ 2 r« = "2" + 5 '^'^^' = 10 '^' '^ • 

*) Bei Thomson und Tait, deutsch von Helmholtz und Wertheim, steht 
irrtümlich statt -, so dafs die Resultate dort ungenau werden. 
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1) Die Kugel als Pendel. Ist die Entfernung des Aufhänge- 
pnnktes vom Mittelpunkte gleich e, so ist die Dauer kleiner 
Schwingungen 



= "l/ä' 



gM 

WO T = j mr' -\- e^nij M = etn ist. Der Schwingimgspunkt hat 
vom Aufhängepunkte die Entfernung 



m 



^ M 



(2 r« + 5 e*) 



2 r* + 5 e« 



me 



be 



(Reduzierte Pendellänge.) 



Fig. ISf). 



175) Stofs gegen die Erdkugel. 

Eine Kugel von der Gröfse und Masse der Erde werde 
von einem Weltkörper getroffen, dessen Masse der 1000^*® Teil 
der Erdmasse ist und der mit 
100000m Geschwindigkeit gegen 
den stillstehend gedachten Erd- 
ball trifft, den er in einer Sehne 
schneiden würde, die vomMittel- 
punkt die Entfernung 600 Meilen 
hat. Der Erdball habe einen 
Radius von 860 Meilen. Welche 
Bewegung tritt ein? 

Auflösung. Nach der Stolstheorie 
ist die Entfernung der freiwilligen 
Drehungsachse für den Anfang der Bewegung in der Entfernung 




BA = c = 



B 



M 



zu suchen. 



B 



Das Trägheitsmoment der als homogen angenommeuen Erdkugel 
für den Punkt B ist 



Tz 9 I _» 

das statische Moment für denselben Punkt 

demnach ist, da m^ sich hebt, die Entfernung 

BA = e = : 

In B hat man sich eine Hülfsniasso zu denken, die in Bezug auf 
die Achse A dasselbe Trägheitsmoment hat wie die Kugel. Diese re- 
duzierte Masse bestimmt sich aus der Gleichung 
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X^ 



als j 




Jetzt handelt es sich bei B um den unelastischen Stofs zweier 
Massen in^ und x mit den Geschwindigkeiten v^ und t?^ = 0, so dals 
die gemeinschaftliche Schlufsgeschwindigkeit bei 3 wird: 

^ m, + •'^ w'i + ^ 

Die Geschwindigkeit bei M wird kleiner im Verhältnis der von 
yj ^jg A aus gerechneten Abstände, d. h. die Schwerpunkts- 

^' bewegung wird 

e — « 

Die Winkelgeschwindigkeit 0* für den Radius 1 wird 

Im Beispiele ergiebt sich 
P = ---^^ = * -?^±^-^= 1093,1 Meilen; e — a = 493,1 Meilen; 

X = 5 T^gyp • [2 • 860« + 5 • 493,1^J = 0,4ol08 m^ ist die Hülfsmasse. 
Die Geschwindigkeit bei 5 wird 

— — • i' 

1000 * 100 000 001 o 

^Ä = -^ - - = l52;ö-8= 221,2 m, 

loöö + ^ 

demnach erhält der Erdball die fortschreitende Bewegung 

V. = 221,2 j^i = 9n,785 m. 
Die Winkelgeschwindigkeit endlich wird 

"""^.T^ = 0,<:K)0269. 

An der Stelle B ist der Kreisumfang gleich 2 • 6(K) • 7500 • % Meter 
= 9 000000 % Meter. Dies, dividiert durch Vn — v, = 121,42 m, giebt 
eine Umlaufszeit von 232 870 Sek. oder etwa 3 Tageu. 

Die verlorene Arbeitswucht (Energie) bei diesem Stofse beträgt 

j— ^. - * ., iiikg, wo X = 0,40108 m^ und m., bei dem spez. Gew. 5,6 

J- (8C0 . 7500)» TT • 1000 o.C 

der Erde gleich * "gsi ~ '^^? ^^ ^^^^ ^^^ Verlust an 

Arbeitswucht 



fei fier Rlemi!nt«r-Malb>.'ii 



y (960 . TfiOO)'«- 1000 



Ein Teil dieser Arbeitswucht wird auf Umformung (Zerstürungs- 

I arbeit) verwendet, ein Teil in Wärme verwandelt. Äugeuomnieu, 

[ ftUef würde in Wümie übergehen, so würde durch 42ri • m, /,u divi- 

ren aein*), wenn man die Anzahl der Wärmeeinheiten für die 

I Musaeueinheit erhalten will, durch 42."> • jWj - 9,S1 ^ wenn man die 

Wärmeeinheit«« für jedea Kilogramm Süden will. Letzteres ergieht 

rund 5(X>()0r» W.-E. Irgend ein Bruchteil derselben tritt als Erwärmung, 

der Best als Zerstörungsarbeit auf. Um welcheu Bruchteil es sich 

bandelt, das hängt zum Teil vod den chemischen Verhältnissen des 

I ErdkHrpers ab. 

1 Nimmt man an, die Himmelskörper wären durch gllniählicbes 

Zusammenstürzen kosmischer Massen entstanden, so würde sich ihre 

fortschreitende Bewegung nebst der Drehung auf solche Weise ganz 

zwanglos erklären. Das mehrfach beobachtete plötzliche Aufleuchten 

neuer Fixsterne, deren Lichtstärke allmählich wieder abnimmt, deutet 

I auf solche mit W^ärmeentwickelung verbundene Zusaramenstöfse hin. 

Fiutte der Erdkörper bereits eine Drehung um eine Achse, so 

t würde in bekannter Weise diese einzusetzen sein. Nach der Poinsot- 

k BOhen Drehuugstheorie könnte mau ermitteln, welche Änderung die 

I Drehungsbewegung unserer Erde durch einen solchen Stofs erhalten 

[ und welche neue Lage die Drehungsachse einnehmen würde. Das 

I Problem läfst sich dahin spezialisieren, dafs man die Erde als Drehungs- 

I elltpsoid annimmt, wobei die neue Achse keine von den freien Uni- 

I drehungsachsen zu werden braucht. Dies würde nicht nur auf 

I Schwankungen (Nntation] der neuen Erdachse, sondern auch auf das 

I Beatreben hinführen, ein neues „Geoid" zu bilden; die Verteilung der 

[ Ozeane würde eine andere werden u. s. w. 

[ Kurz, eine ganze Reihe weiterer Probleme 

I der Mechanik und Potentialtheorie würde 

I eich aufdrängen. 

176 ) Aufgabe. Auf einer schiefen Ebene 
I Ton Neigung « rolle eine Kugel oluie zu 
I gleiten herab. Wie geschieht die Bewegung 
■ ohne weitere RerücksichtigungderUelbiiug'^ 



•) Die obige Auarcc limine; von m, i 
t^iurcb (H, Blatt iliircli I,im)| m, dividiert, 
a den Brach 
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Auflösung. Arbeit der Schwerkraft ph gleich der Energie 



T 
mv* , T&* vir* 



(7)' 



ZU setzen, oder 

mgh = ~mv^, v =y^-^=y2gji =y2gj sin a, 

also Beschleunigung g^ = ^ gsina, 

177) Aufgabe. Wie grols würde die Zunahme der Erd- 
drehung sein, wenn sich die Erde vom Radius r auf den 
Radius r^ zusammenzöge? 

Auflösung. Das Trägheitsmoment T = l mr^ würde übergehen 
in 7\ = g mr^, die Winkelgeschwindigkeit d" in die zu berechnende d-^. 

Nimmt man an, die Prehungsenergie bliebe unverändert, was ziemlich 
wahrscheinlich ist, so hat man zu setzen: 



oder 



woraus folgt: 



___ = __ 






^1 = — O-, 



d. h. die Winkelgeschwindigkeit wächst mit dem Ver- 

hältnisse • Aus r% = r^^^ folgt zugleich, dafs die Äquatorial- 
st 

geschwindigkeit unverändert bleibt. Dasselbe gilt unter einer 
einfachen Annahme von jedem Massenteilchen. 

Die Centrifugalkraft am Äquator geht für die Masseneinheit 

von X = rO"' über in x, = r, O-' = ;* ^^ = -{r%^) == - x, d. h. sie 

wächst ebenfalls mit dem Verhältnisse --• 

Daraus folgern nun zahlreiche Anhänger der Laplacescheu 
Hypothese über die Bildung des Sonnensystemes, dafs die Abplattung 
des rotierenden Körpers gleichfalls wachsen müsse. Dies ist aber 
falsch. Es ist nämlich zu berücksichtigen, dafs gleichzeitig die 

Schwerkraft auf der Kugelfläche in dem stärkeren Verhältnisse 



r^ 






zunimmt, dafs z. B. bei der Erde die Freifallbeschleunigung g in g ^ 



'1 
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übergeht. Der sogenannte Abplattungsfaktor — = — (der nicht etwa 
das Mafs der Abplattung selbst angiebt^ und dessen Betrag für die 

Erde etwa ^^ ist) ireht über in — = — x--^= — , d. h. der 
290 / o 9i 'Ti g »•' gr ' 

Abplattungsfaktor nimmt ab im Verhältnisse der beiden 

Radien, er nimmt nicht zu. 

178) Allgemeine Folgerungen. 
Eine Fläche habe die Querschnittsformel 

1) x = a'\-hy'\-cy^-\-dy^'\-ef-\ 

Ist die Reihe imendlich lang, so muTs die Betrachtung auf den Kon- 
vergenzbereich beschrankt werden, während bei endlicher Reihe Ein- 
schränkungen nicht nötig sind. Der Inhalt von bis y wird 

2) f = T + "2" + -3- + "4" + -5- H 

Das statische Moment des Streifens 1) in Bezug auf die X-Achse ist 

iry = ay + fty* + cy' + dy* + ey^ H , 

das entsprechenden Moment der Oesamtfläche also 

3) jtf, = «|! + ^' + f|-' + ^Vf' + --- 
Daraus folgt die Schwerpunktshöhe 

A^ -^- "2- + "3" + "4- + • ' • 

^^ ^'~ F — ay , by' 1 ^^' 1 

T + "2" + "3" H 

Das Trägheitsmoment des Streifens 1) in Bezug auf die X-Achse ist 

xy^ = ay^ + hy^ + cy^ -{- dy^ -] ? 

das entsprechende Trägheitsmoment der Gesamtfläche also 

Für die horizontale Schwerpunktsachse ist es 

6) T = T^-ylF= T^--^F= T - ^ • 

Der Trägheitsradius in Bezug auf die X-Achse bestimmt sich aus 

Holsmaller, Ingeniear- Mathematik. I. 9 
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7A 2 _ ^ _ "3" + "^ + "5 - +•'• 

Der Schwingungspunkt in Bezug auf die X-Achse liegt für die Fläche 
in der Entfernung 

8) ,^Zk^X + "^ + ^ + "\ 

"2" + "3" + T + • • • 

Das Centrifugalmoment des Streifens 1) in Bezug auf die 
Koordinatenachsen ist, wenn die Abstände x sich direkt an die Y-Achse 
ansetzen und im ersten Quadranten bleiben: 

ic* a« , 2ah o , 6* + 2ac , , 2ad + 2bc . . c*+2ae + 2b(l . , 
Y!/ = Yy + -2-y + 2 ^ "f 2 —2^+—" 2 ^+"* 

Dies ergiebt sich aus beiderseitiger Quadrierung von 1) und darauf 
folgender Multiplikation mit |- (Ist die erste Bedingung nicht er- 
füllt, so erledigt sich die Sache durch Subtraktion.) Folglich ist das 
Centrifugalmoment der Fläche 

^ g'i/* . 2aby^ b* + 2acy* . 2ad + 2bc y'^ . c''+2a€ + 2bd y^ 

Übersichtlicher ist es für geringere Gliederzahl, z.B. für x=a-^hy-\-CAf^. 
Dann ergiebt sich für den Streifen 

x^ a' , 2ab , , 6*+2ac « , 26c . , c"^ r. 

Y^ = y2/ + -^y^ + — ^^ — y + -2-y^ + 2 y ' 

folglich für die Fläche 

M = — ^ -I- — - ^* 4- ^' + ^^'^ y* _|_ ?^ 1* 4_ ^*ll 

-^«xy 2 "2 '23' 2 4" ' 2 o~ ' 2 6 

Der durch Drehung der Fläche um die F-Achse entstehende Körper 
hat die Querschnittsformel 

q^ = x^7C = n [a^ + 2ahy + [b^ + 2ac) 1/ + (2bc + 2ad) y^ 

+ (c- + 2ae + 26rf) y* H ]. 

Sein Inhalt bis zur Höhe y wird daher 

J=n\^^- + 2ab ^- + (6^ -f 2ac) l" -f (2bc + 2arf) ^' 

+ (,2^2ae-f2fcrf)^/ + .-.]. 

Die Formel für das statische Moment des Querschnitts in Bezug auf 
die Grundfläche, d. h. für x^xy, ist leicht aufzustellen, ebenso das Träg- 
heitsmoment, und so kann man diese Ausdrücke auch für den Drehungs- 
körper leicht hinschreiben und die entsprechenden Schlüsse ziehen. 
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Ist 1) der Querschnitt eines Körpers, so gelten die Formeln 2) 
bis 6) in Bezug auf die Ebene, von der aus die y gerechnet werden. 

Um die obigen Betrachtungen för die Y-Achse zu wiederholen, mufs 
man y durch x ausdrücken, was auf Irrationalitäten und auf gebrochene 
Exponenten führt. Daher mufs für solche das Nötigste gesagt werden. 



C. Die Parabeln gebrochener und negativer Ordnung und die 
Schichtenformel für gebrochene und negative Exponenten. 

179) Oben war gezeigt worden, dafs die Parabel p^^ Ordnung 
x=%^y wenn p ganz ist, von dem Rechteck mit den Seiten h und 
h = hP den (p -\- 1)^^ Teil abschneidet, so dafs die Fläche gleich 

— i— 7 ist. Die Fläche von Ji. bis Jia würde sein 



/»2 

F = 



p+i 



Es fragt sich, was davon richtig bleibt, wenn p auch gebrochene und 
negative Werte annimmt. 

Die Betrachtung soll auf den ersten Quadranten eingeschränkt 
werden, da sich die übrigen ebenso behandeln lassen und gerade in 
der Y-Achse die kritische Stelle liegt, die Zweifel bringen könnte. 

Es handle sich also um die Kurve x = y", wo a lediglich der Be- 
dingimg gehorchen soll, reell zu sein. Im Methodischen Lehrbuche, Band 3, 



Fig. 138 



Fig. 189. 





Algebr. Analysis V, ist dieser Fall behandelt worden; hier soll die Be- 
handlung auf andere Weise geschehen. Zimächst ist zu bemerken, dafs 
bei positivem a die Kurve von aus aufsteigt, und zwar bis zu unend- 
licher Höhe, dafs sie dagegen bei negativem a aus unendlicher Höhe 
bis zu Null herabsinkt. Welcher Fall vorliegt, ist vorläufig gleichgültig. 
Es kommt darauf an, an Stelle von x = y'^ eine Ileihe zu er- 
halten, die nach ganzen positiven Potenzen fortschreitet. Zu 

9* 
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diesem Zwecke hat man nur nötig, das Koordinatensystem zu ver- 
schieben, z. B. den Nullpunkt in senkrechter Richtung von nach A 
zu verlegen, wobei z. B. OA = 1 sein soll. In diesem Sonderfalle 
wird die neue Ordinate z = y — 1, (also y = jbt -f- 1), während x un- 
verändert bleibt. Nach dem binomischen Satze für gebrochene imd 
negative Exponenten, dessen Beweis man im dritten Bande des Meth. 
Lehrbuchs findet, ist dann die neue Kurvengleichung 

x = (i + zy = i + ^0 + -W-^ + —rri'.-s — ^ + '"> 

eine Reihe, die Geltimg hat für 1 — <jer<-|-l? so dafs man sich 
zunächst innerhalb dieses Konvergenzbereiches zu halten hat. 
Nach der Schichtenformel ist dann 

^_ £r « ^ a{a-l) 4 , a j a - 1) ( a - 2 ) 4 , 

Q l'i2' 1-2 3' 1-2.3 4 "T ' ' '• 

Um rechts wieder eine binomische Reihe zu erhalten, multipliziere 
man beiderseits mit (a -|- 1) imd addiere beiderseits 1. Dies giebt 



= (l+ir,)« + S 

so da& sich ergiebt 

•»_(i-Mj^ i_ 

« + 1 « + !' 

folglich, wenn man zum alten Koordinatensystem zurückkehrt. 



a + 1 a -f 1 

Bildet man dieselbe Formel für -F, so findet man durch beiderseitige 

1 , 

Subtraktion, wobei der Zusatz , sich weghebt, 

SO dafs die ursprüngliche, für positive, ganze Exponenten geltende 
Formel für den Konvergenzbereich als bestehen bleibend nachgewiesen 
ist. Nur der Fall a = — 1 ist auszuschli eisen, weil er auf den un- 
bestimmten Wert l führt. Dieser Fall ist mit Hülfe des natürlichen 

Logarithmus zu erledigen. (Method. Lehrbuch Band 3, Algebr. Ana- 
lysis n.) 
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180) Der Konvergenzbereich kann aber durch beliebige Verschie- 
bung des Koordinatensystems beliebig geändert werden. 

Verschiebung um die Strecke 2 würde z. B. die Kuryengleichung 
geben: 

a; = y« = (2 + ;er)« = 2''(l + })", 

oder 

die fttr ^ absolut < 1 oder is absolut < 2 konvergiert. Die Schichten- 
formel giebt jetzt 

|'-^['.+'.(r.')+^^'(H')+ "'°T.'."r" (ri)+-]- 

Rechts und links multipliziere man mit (a -(- 1) imd aufserdem auf 
der rechten Seite oben imd unten mit 2. Man erhalt 

_2.+.[(,+5)-^'_l]. 
so dafs 

und daher auch 

ist. Daraus folgt ebenso, wie oben, mit Hülfe von F und beider- 

'2 

seitiger Subtraktion 

1) F=^-^ — ,-' 

Die Formel 1) gilt also auch für den neuen Konvergenzbereich. Man 
kann auf diese Weise ihre Gültigkeit für die ganze positive 
reelle Achse nachweisen, vorausgesetzt, dafs a verschieden 
von — 1 ist. 

181) Kritisch sind nur die Stellen imd c». Darüber ist Folgendes 
zu sagen. ^„^i 

Ist a > — l , so ist für y^ = der Werth von ^V-j = 0. In 
diesem Falle wird 
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Folglich: 

Für « > — 1 sctmeitJeD die Kurven den {a + l)*" Teil des 
Rechtecks ab, möge nun a positiv (Fig. 140) oder negativ (Fig. 141) 

sein. So ist z. B. für « = — ~, also fttr die Kurve x = y~i , 



-4+1 



was das Doppelte des Rechtecks bedeutet. Das Diagramm reicht 
dabei nach rechts bis x ^ oo und hat trotzdem endlichen Inhalt. 




■ Ist dagegen a < — 1, so ist für i/^ => oo 
negativ ist, und die Formel geht über in 



= 0, weü c + 1 




i^= " 






« + !"' 



was positiv ist, weil der Nenner 
negativ ist. In diesem Falle ist also 
der nach oben bis ins Unendliche fort- 
zusetzende schraffierte Flächenteil 
gleich dem (k + 1)"° Teil des Recht- 
ecks, während der darunterliegende 
unendlich grofs werden würde. Also 
auch hier behält der Ausdruck: 
„(a+1)'" Teil des Rechtecks" 
einen bestimmten Sinn. Die 
Forme! 1) aber bleibt für alle posi- 
tiven y, und y, richtig, nur ist der Werth Null jetzt auszuschlielien, denn 
das nach rechts gehende Dii^ramm ist jetzt von unendlich grofsem Inhalte. 

182) Der Fall a ^ — 1 erledigt sieh nach dem Meth. Lehrbuche 
Band 3, Algebr. Analysis II dadurch, dafs für die Kurve x^ — 
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y 





wird. 

Damit ist die Angelegenheit für technische Zwecke überhaupt 
geklärt und ein weiterer Bereich für wichtige Anwendungen er- 
schlossen. 

183) Konstruktion der Parabeln höherer Ordnung. 

Die Curven x = y" für beliebiges reelles a einschliefslich des 
Falles a = — 1 haben eine einfache Kon- 
struktionsmethode, die sich aus Folgendem 
ergiebt: 

Ist Xg mittlere Proportionale zu x^^ 
und x^y also 



X, 



^2 -^2 



X 



s; 





Fig. 143. 




Ä. 


-^s 


li 


/" 


y. 


""^ / 




/ " 


% 


y. 


1 • • 












so folgt aus der Kurvengleichung, dafs 

2/? : !/f = 2/? : /AS 
folglich auch 

yi'yi = yt' y^ 

ist. Also: Ist die mittlere Abscisse ' 

mittlere Proportionale zwischen den 

aufsenliegenden Abscissen, so ist auch die mittlere Ordinate 

mittlere Proportionale zwischen den aufsenliegenden Ordi- 

naten. 

Sind also von einer Parabel x = \ß zwei Punkte A imd JS be- 
kannt, so kann man durch Eintragen mittlerer Proportionalen einen 
dritten Punkt C konstruieren, sodann zwischen A und 6\ C und JK 
ebenfalls neue Punkte einschalten u. s. w. 

Auch nach aufsen läfst sich die Curve fortsetzen. Da es sich 
daan um ein Fortschreiten nach geometrischer Weise handelt, 
so ergiebt sich folgender Konstruktionsmechanismus. 

Sind in Fig. 144 ^ und B gegeben, so ziehe man beliebig OK 
und bilde durch Projektion AA^A^ und BB^B^. Zieht man A^B^y 
sodann parallel dazu B^C^y darauf im Zickzack C^Q, C^B^ \\ A^B^, 
DjDj, JD^Ei II A^B^ u. s. w., so erhält man die in geometrischer 
Weise aufeinander folgenden Abscissen. Ebenso verfahre man in 
Bezug auf die beliebige Gerade OL mit J. Sl^St^, 7? SBi®^ und 
2liS^ u. s. w., was die Ordinaten S^, 2)^ u. s. w. giebt. Dadurch 
werden Punkte Cy Dy E . . . der Kurve bestimmt, die auch rückwärts 
fortgesetzt werden kann. 
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184) So ist man im Stande, jede Parabel höherer Ordnung leicht 
zu konstruieren, z. B. auch die gleichseitige Hyperbel (Diagrammeurve 
für das Mariottesche Gesetz) und die adiabatischen Diagramm- 
curven 

y ^ a; ~ '"" und y = x~ ''^*'' ^ x~~» 

für atmosphärische Luft und gesättigte WasserdSmpfe. 

Die Dii^ammöächen f&r die letztem ergeben sich nach Obigem als 



F = 
bezw. 






sodafa sieb die Diagramme für die Expansionsarbeit und Kom- 
pressionsarbeit leicht berechnen lassen. (Vergl. Metb. Lehrbuch, 
Teü 3, Älgebr. Anal. V, d.) 

185) Dasselbe gilt von der Newtonschen Gravitationskurve 



I Ajiziehung umgekehrt proportional dem Quadrate der Entfernung), deren 
Fläche 
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die Hebungsarbeit giebt, die z. B. erforderlich ist, einen Körper, der an 

der Erdoberfläche das Gewicht p hat, zu beliebiger Höhe zu heben. 

Die Diagrammfläche ist identisch mit 

der Potentialdifferenz. Auch hierbei ^^^ ^*^ 

vergl. das Methodische Lehrbuch 3, Algebr. 

Anal. V, c. Für die Elektrizitätslehre, wo 

es sich auch um Abstofsung handeln kann, 

ist dies von fundamentaler Wichtigkeit. 

Vgl. Fig. 145. 

186) Parabolische Berechnungen. 

Es handelt sich hier um Parabeln 
höherer Ordnung. WiDkürlich wird die 
gewöhnliche Parabel 2*®' Ordnimg als Bei- 
spiel herausgegriflFen. Die Berechnung 
der übrigen geschieht ebenso. Zum 
Schlufs soll eine Tabelle über die ver- 
schiedenen Ordnungen aufgestellt werden. 

In das Koordinatenrechteck AB CD 
(Fig. 146) sei die Parabel 




•////.YV . ^ 



2 



1) ^ = j?y 

einbeschrieben, die A zum 'Scheitel, AB 
zur Achse hat. Ihre Fläche ist 




2) 



A 

F = 





h* 3 



ch 
3 



Das statische Moment des Streifens 1) in 
Bezug auf die X-Achse ist xy = ^,- y*, das 
Moment der Gesamtfläche also: 



3) 






Demnach liegt der Schwerpunkt der Fläche 
AGB in der Höhe 

4) y^ = -F = 

"3 




ch=T^' 



Das Trägheitsmoment des Querschnittes 1) in Bezug auf die X-Achse 
ist xy^ "^ fc« y*^ ^^ ^'^^ Gesamtfläche also: 



5) 



rp ^ '2__ 



5 
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Für die wagerechte Schwerpunktsachse dagegen wird es 

6) r=«-|l-;.:F=cÄ'(J-i)=f. 

Der Trägheitsradius in Bezug auf AB ist 

Der Schwingungspunkt der Fläche ACD in Bezug auf AB liegt in 
der Höhe 

4 

Auf die Folgerungen für die Pendel- und Stofstheorie sei nur hin- 
gewiesen. 

Das Centrifugalmoment des Streifens 1) in Bezug auf die 
Koordinatenachsen ergiebt sich nach Nr. 1G5 als 

Demnach ist für die Gesamtfläche ACD in Bezug auf jene Achse 

Der Schwerpunkt des mit Hülfe von AB abgeschrägten Körpers, dessen 

Schrägebene zunächst die Neigung 45® habe, dessen Inhalt sich dann aus 

ch* 
Mjc =-7- ergiebt, hat daher seine Projektion an der Stelle 



M 3 "' ^* Jtf 



X 



Bis hierher würde die Lehre von den ganzen Exponenten ausgereicht 
haben. Jetzt aber soll die Achse AD zu Grunde gelegt werden, 
wobei gebrochene Exponenten auftreten. Zunächst ergiebt sich der 
Querschnitt 

11) q, = HG — HF=h — A^x^, 



C2 



SO äafs die Fläche wiederum wird 



hc h c^ , 2 7 ch 

T — — T— = ^'c - V Ä<^ = Y 
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Das statische Moment des Streifens 11) in Bezug auf ÄD ist 

Daraus folgt für die Fläche das Moment 

12) Jtf, = !^_±«) = A4;_|)=*^. 

Daraus ergiebt sich als Schwerpimktskoordinate 

^^) ^n — ^ — Ch^ — 10^' 

Das Trägheitsmoment des Streifens in Bezug auf AD ist 

hx^ — I -^- x^ \x^ = hx^ r ^^ • 

Für die Fläche folgt als Trägheitsmoment für AD 

7 



U) T = — — — — — h(?i^ — ^\ 

L^) ^y 8 1 7 — '^^ VS 7/ 21 

c'2" 2 

Für die senkrechte Schwerpimktsachse wird das Trägheitsmoment 

AO; ^- — 21 y, ^ — 21 100 3 ~^^ \2i 100/ — 2100 * 

Das polare Trägheitsmoment wird demnach 

16) T, = r. + r; = i*l + ^' = j^^.[210Ä^ + 296c-^ 

= ggö [105 A» + 148 c»]. 
Der polare Trägheitsradius wird 




17) p. = K -/ = / — ,Ä =y — 2-8ÖÖ- -- 



3 

Der Trägheitsradius in Bezug auf AD wird 



Der mittels AD abgeschrägte Körper hat die Schwerpimktsprojektion 
an der Stelle 
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y 21 10 ^xu 



^ 21^ _ 10 _ ^xy _ J^ 

3f.. "~ Ä^ ~" 21 ^' y'~ lf.r "" Äc* "~ 6 



19) X, — -^ _ ^^, _ 2^ c, y,— ^ — ^^^ — ^h. 

10 10 

Auch der Schwingungspunkt der Fläche in Bezug auf AD liegt in der 
Entfernung ^^s 

10 

Die übrigen physikalischen Deutungen sind den früheren Bemerkungen 
entsprechend. 

Durch Drehung um AD entsteht ein parabolischer Körper, dessen 
Querschnittsformel ist 

20) (ly = ^^^ = j^if^j 

dessen Inhalt also wird 

y-v 1- c^n h'^ c*nh 

was den fünften Teil des zugehörigen Cylinders bedeutet. 

Das statische Moment des Schnittes 20) in Bezug auf die Gnmd- 
ääche ist 

qyy = x^Tiy = -j^ %f\ 

das Moment des Körpers wird also 

22) jif „ = 'J-« ^ = £!|^V 

Der Schwerpunkt des Körpers liegt also in der Höhe 
23) h = ^= ^ = \h, 

J c*nh 6 

Das Trägheitsmoment des Körpers in Bezug auf die Grundfläche ist aus 

zu berechnen als 

^4) i„ = _--^ = _^. 



Das Trägheitsmoment jeder Schicht in Bezug auf Achse AD ist 

X*'TC 1 C*TC a 

das des ganzen Körpers also 

oe\ rp 1 c* nh^ c*nh 
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In Bezug auf jeden Hauptschnitt durch, T ist es halb so grofs, also 

26) yx = ^, 

in Bezug auf die Gerade AH also 



C*Ä 



r = T, + T, = ^ + ^' = ^ (7 c^ + 36 Ä^) . 



36 
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Auf sonstige physikalische Dinge sei nur hingedeutet. Ebenso leicht 
ist der durch Drehung um AH entstehende Körper zu behandeln. 

187) Macht man entsprechende Betrachtungen für die aufeinander 
folgenden Parabeln höherer Ordnung, so ergiebt sich die nach- 
stehende Tabelle. Betrachtet man die nach rechts aufeinander folgenden 
Ausdrücke, so zeigt sich, dafs die entsprechenden Zahlen nach ein- 
fachen arithmetischen Reihen aufeinander folgen. Man kann also 
nicht nur für die ganzen Exponenten alles ohne weiteres hinschreiben, 
sondern auch für die zwischenliegenden gebrochenen Exponenten leichte 
Interpolationen machen. Damit ist die Theorie für die einfachen 
Parabeln höherer Ordnimg erledigt. 

188) Tabelle über Parabeln höherer Ordnung. 

Fig. 147. 

Parabel ^^^ ^^^" ^**' ^^^" ^**' ^^^' •^**' ^^^" 
nung nong nung nung 

a 6 (• d 



\ 4 



Querschnitt in 
Höhe y 







a) Parabolische Flächen. 



X = a 



I.Flache von y * ah 

= Obis«/ = A ft 1' 



ar- 



y 

2. statisches Mo 
ment in Bezug M^ = '\^' , 
auf Grundlinie 

3. Trägheitsmo- 
ment für Grund- !, = ''-, 
ünie 



b 




hh 

2 ' 


ch 


hh^ 


CÄ« 


Ü ^ 


4 ' 


bh^ 


CÄ^ 


4 


ö ' 



A 3 
J.9.V ; 



dh 

4 ' 



dh' 



6 ^ 



:*, :'■, 



Parabel 0"' Ordnung l"' Ordnung 2"' Ordnung 3'" Ordnung . . 

4. senkrechte Quer- h — i ' 

linie im Abstan- ?i = h, h~-riX^, h f^;*, A j-a;', .. 

de X ^7 p"» 

r>. statisches Mo- 
ment in Bezug „ ftu' hh' he' hd' 

auf Begrenzung " a ' 6 ' io ' a ' " 

links 

6. Trägheitsmoment Aa' hb' hc' hd' 
für diese Linie •^v^ ~ö~ > "iF' "äT' W' 

7. Centrifugalmo- 

ment in Bezug _ „sft> /^ e.A» dV^ 

auf die beiden '* 4' ' a ' ~lT' 16 ' 

Grenzlinien 

8. Schwerpunkts - 
höhe 

9. Schwerpunktsab- 
stand horizontal 

10. Höhe des Träg- 
heitsiuitfclpuiik- 
tes in Bezug auf 
Grundlinie 

11. Hc.rizoutalHl)- 
stand des Träg- 
heitsmittelpuuk- 
tea in Bezug auf 
linke Grenzlinie 

12. Schwingungs- 
punkt bei Dreh- 
ung um GrundlinJ e 

13. Schwiagungs- 
punkt bei Dreh- 
ung um Grenz- 
linie links 

14. Quotient aus C en- 
trifugiilnionit-ut 
für beide Achsen 
und statischem 
Moment M, 

If). QuotieutausOen- 
trifugalmoment 
und Mg 



i". 


-Ji, 


>. 


'jd, 


^■V',. 


''Vi. 


'•Vi, 


'•Vi: 


«Vi, 


'VS, 


'VL 


"VI: 
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189) Alles andere läfst sich aus diesen Tabellen leicht ableiten, 
insbesondere auch die Momente für die Restflächen, deren Drehungs- 
körper sich ebenso leicht behandeln lassen. Übungsbeispiele mathe- 
matischer und mechanischer Art, z. B. über abgeschnLgte Körper, die 
über diesen Flächen stehen und ihre Schwerpunkte, über Centrifugal- 
kräfte der massenbelegten Flächen, über seitlichen Wasserdruck 
gegen solche Flächen, über die Dynamik der genannten Drehungs- 
körper lassen sich in grofser Zahl anschliefsen. Die Fortsetzimg der 
Tabellen nach rechts kann ohne Mühe auf Grund arithmetischer Reihen 
geschehen, ebenso die Interpolation für gebrochene Exponenten, für 
die unter 190) ein Beispiel gegeben werden soll. 

190) Beispiel der Neilschen Parabel (semikubische Parabel) 



X 



3 

2 



Durch Einschaltimg zwischen die zweite und dritte Kolonne 
findet man aus der Tabelle sofort 

hk^ n, hk^ 2/iP ,^ A:«Ä» ^J, 5 



J«y g > ^y — i2_(.2i — 33 ; ^'v — 10 ? V» 1 '^ 7 ^> 

- — _ — jj- 



2 



24 



x, = -^k = ^^k, (,y = Ä /-f = A)/|, 




Q^ 




8^ 



~* 1/^^ + 21 ^y^f ^' — ^~^—9^7 'y — 12 + 21* ~ SS* 



2 2 



Mi— M 

X y 

Ebenso ist der Drehungskörper der Neilschen Parabel leicht 
mittels der Interpolation innerhalb der Tabelle zu behandeln. 

191) Die Parabeln von der Ordnung y, ^ , ^ u. s. w. können 

auch so behandelt werden, dafs man die Parabel 2*®', 3*«', 4*®' u. s. w. 
Ordnung um die Gerade von 45® Neigung klappt. Es handelt sich 
also nur um eine Vertauschung der Koordinaten, im übrigen sind 
die Rechnungen und Resultate dieselben. 

Um zu zeigen, wie man aus den Resultaten der Tabelle die 
Resultate für die Restflächen der Rechtecke ableiten kann, werde 
das Beispiel der gewöhnlichen Parabel behandelt. 
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192) Beispiel der gewöhnlichen Parabel Die Flächen ver- 
halten sich wie 1:2, folglich S^M: MS =2 : 1, ebenso ÄB-.BC 
und DE-.EF. Da AB = \h—'^ = \, so ist BC=\, folgüch 
FS = { Ä; da femer Di" = ^ — ^'j, c ■= j, c, so folgt EF = ^^ und 
daher CS=^^ c= * c und CF= ^ c. fih i48 

Die statischen Momente sind ■' ~ 
daher 



J|f„ = ^ cÄ - 1 c 



-\hcK 



w' s 




/M» 




- + ^- 


4 


;.'• 




E J 





Die Ti^heitsmomeote, durch Sub- 
traktion aus dem Rechteck abgeleitet, 
sind 

FQr den Schwerpunkt erhält man 

T,= T^ — F (\ /»)■ = ,* ch" — l ch l /** = rA' ('^ — ^ = »^ '''''- 
r. = T, — F (I c)' = ,' hc" — } ch ,' r* = Ac» (J - y = ^^-*-j'- 

193) Aufgabe. Ein Haken habe an der am stärksten bean- 
spruchten Stelle einen Querschnitt, der nach der einen Seite 
durch einen Halbkreis mit Radius « begrenzt ist, nach der 
andern durch eine Pa- 
rabel, die einemllechteck 
mit den Seiten 3a und 2a 
eingeschrieben ist. Der 
Schwerpunkt und das 
mafsgebende Trägheits- 
moment sollen berechnet 
werden, 

AoflöBmig. Nach vori- 
gem Abschnitte ist 

AS,^jC = l a, 
aufserdem ist 
AS^ = fia + ^ = l^(4n-\-l), J, = J 2o-3a = 4a'', i^, = "!/ 
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Folglich ist in Bezug auf OY 
M, = AS,- F,-\- AS,- F,==^a.4a'-\-l^{4n + 1)^ 

= 5^'+'-^^^^=S288 + 15(4«+l)]=g[303+60;r]. 
Folglich 

3,^ ^^303 + 60.] ^^303 + eO.] 



AS = es = 



^1 + ^« 4a« + "''' 20(8 + .) 



2 

Für die Parabel ist in Bezug auf HJ 

rjy 8Äc^ _ 8 • 2 g » (3 g)« _ 432 a* 

* ~ 176 176 176 

Verschoben mufs werden um 818 = 6» — ^ a. Demnach ist in Bezug 
auf HE 

Für den Kreis ist in Bezug auf KL 

^■-'*(i-Ä)-«*(f-Ä)- 

3 u 

Verschoben wird um SÄ, = ÄS^ — e» = '-r- (4 tc 4- 1) — e». Dem- 
nach ist in Bezug auf HE 

^■■=<^(f-Ä)+K(^'+i)-«.]"^'- 

Das gesuchte Trägheitsmoment ist 

Die numerische Ausrechnung für einen beliebigen Wert von a macht 
keine Schwierigkeiten. 

194) Die gleichseitige Hyperbel x= —- 

1 ^ 

Der Querschmtt ist a; = — , demnach wird die Fläche von 1 bis y 

i'='lgy. 

1 

Das statische Moment des Querschnitts in Bezug auf die X-Achse 
ist xy = - ?/ = 1 ^ folglich für die Fläche von bis y 



M.= 



y 
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obwohl diese Fläche sich nach rechts ins Unendliche erstreckt. Für 
die Fläche von 1 bis y ist 

Die Schwerpunktshöhe der letzteren Fläche ist also 

Dagegen ist das statische Moment in Bezug auf die F- Achse mit 
Hülfe der Querschnittsformel 

X 1 1 g 

zu berechnen. Für die Fläche von y = 1 bis y ergiebt sich 

jif = L yl! _ 1 il! = 1 /i _ A\ = y.nl 

^y 2 _1 2-1 2 \^ y) 2y ' 

SO dafs ihre andere Schwerpunktskoordinate wird 



^ 'igy ^y%y 



M. 



Das Trägheitsmoment T^ entspringt der Querschnittsformel 

demnach wird für die Fläche von bis y 

y y. y 



T=\, dagegen T^\{f-\), 
Der Trägheitsradius der Fläche von 1 bis y wird 




V'^ 



r-i 



der Schwingimgspunkt liegt für die Fläche von 1 bis y in der Höhe 

y,« = -^T"=-2 (2/+1); 
für die Fläche von bis y in der Höhe 

vi 

2 y 

*^m y 2 

1 

10* 
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Das Trägheitsmoment in Bezug auf die F- Achse ist aus 

abzuleiten. Es ergiebt sieh für die Fläche von 1 bis y 
T = ' y— — ' IZl = 1^ (^ — l-\ = y*~^ 

^'J 3—2 3—2 6 \^ y«/ 6«/* 

Der entsprechende Trägheitsradius ist 

o =1/5 =i/ZEI 

der entsprechende Schwingungspunkt 

„ __ ^V _ y* — 1 2y _ y -f 1 

Das Centrifugalmoment in Bezug auf beide Achsen ist aus der Quer- 
schnittsformel 

^ £ J^ _ J 

ä'y— 2y~"2y«2/ — 2y 

zu berechnen. 

Für die Fläche von 1 bis y ergiebt sich 

M.y = j'lgy - \%1 = ^%y. 

Auch für ein Segment dieser Hyperbel, welches durch eine Gerade 
von — 45® abgeschnitten wird, lassen sich alle diese Berechnimgen 
durchführen, indem man vom ganzen Dreieck die entsprechenden 
Teile abzieht. 

Dreht sich die Hyperbel um die Y-Achse, so wird der Quer- 
schnitt des entstehenden Körpers 

q^ = x^7t = ^, = jiy'-^, 
demnach wird der Inhalt von 1 bis y 

^«(?;:-s^)-»(>-')='-^>, 

z, B. 

J=ä(1 ) = 7l, 

i \ <x>/ 

Das statische Moment für die Grimdfläche wird aus 

g, = a;«;r . y = -. y = ^ 

berechnet als 

y 

Jlf = 3r 'lg y . 
1 
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Das Trägheitsmoment für die Grimdfläche wird nach qy = —y = 7i 

f=«(f-T) = «(y-i), 

bezw. 

T=7cy. 



Sein Trägheitsmoment fllr die Y-Achse folgt aus q^ = —- = -^^ als 



z.B. 



1 6 \ QoV 6 



195) Beispiel der Gravitationskurve a? = — ,• 
Querschnitt ^y = -,, sein statisches Moment für die X-Achse 
xy ^= ~ y sein Trägheitsmoment für dieselbe xy^ = 1. Folglich 



y «-1 .-1 



F=^— -1— = 1-'=^- 



1 



z.B. 



—1-1 y y 



OD 



Statisches Moment 



Trägheitsmoment 



F=\ — -= 1. 

OD 



M^'lgy, 
1 



f=j_i=,_i. 



Das statische Moment flir die Y-Achse folgt aus ^y = -— = — — j- als 



rf-i(&-^)-H"-?). 

das Tiügheitsmoment aus q^ = -- = ^-^ als 

Auf die Bedeutung für die kosmische Physik und die Potential- 
theorie sei im Anschlufs an das Methodische Lehrbuch aufmerksam 
gemacht. 
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195b) Ein transcendentes Beispiel. Nicht der teclmischen 
Wichtigkeit halber, sondern um zu zeigen, wie man transcendente 
Kurven aller Art, z. B. auch die Sinuskurve, die Cosinuskurve, die Ketten- 



linie y 



_e'+ e 



— X 



u. s. w. behandeln kann, soll die logarithmische 



Linie y = e* oder a; = *lg y als Beispiel eingehender untersucht werden. 
In Fig. 149 b ist sie dargestellt. 



Fig. 149 b. 




X' 



X' 



Zunächst folgt aus 

# 

nach Nr. 170, dafs die Neigung a der in dem Kurvenpunkte x, y 
angelegten Tangente sich aus 



tana=0 + A + i5 + ^' + l^' + 



berechnet also aus 

2) 



= l + fr + ii + i!+- = ^ 

tan a = e* = y == Y • 



Demnach ist die Projektion der in C angelegten Tangente 
stets gleich 1, wo auch C auf der Kurve liege. Die Tangente 
in C wird also konstruiert, indem man das Lot CB fällt, von B 
aus nach links die Strecke 1 abträgt und den freien Endpunkt mit C 
verbindet. 
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Für die Fläche ABCE folgt nach der Schichtenformel aus 1 

•* /«• /*•* i^* IT*' or* •^* ir*" O»*' 

": 1 ^ 1!2 ^ 2!8 ' 314 ' IM 2! ^ 3! ^ 4! "^ 





oder 

3) F=e'-\. 



So ist z. B. 

F= 1 — e-« = 1. 

— 00 

In Fig. 149 b ist für jedes Lot BC = y = e^ das statische Moment 
in Bezug auf die F- Achse 

1* sr sr 

ya; = Ca; =a: + -jj- + -gj- + jj- + •••, 

folglich ist das statische Moment der Fläche ABCE in Bezug 
auf die F- Achse 



M..= 



aj' . aj* . X* , Ä* 



^ 2"T"l!3"'"2!4"T"8!6' 

oder 

/x t X* t x^ . \ /x^ . x^ . x*\ 
= ^ IT! + -2! + IT + "V - 1-2! + -3! + Tlj 

= x(&' — 1) — (e' -- 1 — y) =^xei^ — €' + \—x + x = xc' — (f-\-l^ 

also 

4) My = ^{x^l) + 1. 

Das Trägheitsmoment der Geraden BC in Bezug auf die 
F- Achse ist 

/*•' /»»^ /m6 

^•^* = ^^ + ^ + lT + |r + -, 

SO dafs für die Fläche von bis x wird 



T = 



x^ , X* , o:* . X* 



y 3 "T" 1!4 "^ 2!5 ' 3!6 ' 

Nun ist aber der Reihe nach 

8 1! ^ \2! 8!/ 

1!4 «! ^ \8! 4!/ 

_L = 1 _ 2 /-i — i) 

2!5 8! \4! 5!/ 

u. 8. w. Folglich ist 
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= -'[^.+i + ^ + '-]-Hi + ^ + ii + "''] 

+ 2x — 2x — 2 = ^{x^-2x-^2) — 2, 

oder endlicli 

5) Ty = ^ (x^ — 2a: + 2) — 2. 

Das statische Moment Mx in Bezug auf die X-Achse ist zu 
behandeln mit Hülfe der Querschnittsformel 

tfx = e- . -2 = Y e^' = Y [1 + TT + -öf + -3!" + -fr + • • -J- 

Für die Fläche von bis x giebt dies 

"^ 2 Li ' 1!2 ' 218 "T" 3!4 ' * * J 

"" T LTi' "T" "2r "T" "äT "T" TT ' J 
oder 

6) Jf. = -i- [e«' - 1] . 

Das Trägheitsmoment T^ verlangt die Behandlung der Quer- 
schnittsformel 

^*~ 3 ~" 3 ~ 3 L "^ 1! "^ 2! ' 3! "t" 4! ' J' 

Für die Fläche von bis x giebt dies 

T = 1 f- 4- — 4- — 4- — -* 4- 1 
' 8 Li ' 1!2 ' 2!3 ' 3!4 " * * J 

i» Li! ' 2! ' 3! ' "4^ r ■ ' J 

oder 

7) r, = |[6»'-i]. 

Für den Schwerpunkt der Fläche ABCE folgen die Koordinaten 
8) .._§ _£lii,-^_-', ,._^_i^--!.'_.(e.+ l). 
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Die Trägheitsradien in Bezug auf die beiden Achsen sind 

9) Qy-y-F-y — ^—i ' 

Die Abstände der Schwingungspunkte in Bezug auf beide 
Achsen sind 

V 



10) x,„-^- ^^^-^ 



^. J («'" - 4 «»' - 1 



^"' 3f. I (^,. _ ,) 9 ^« 



X 



Auch das Centrifugalmoment Mxy in Bezug auf beide Achsen läist 
sich berechnen. Die entsprechende Querschnittsformel ist 

2 ^ ~ 2 2 L ' IJ ' 2! ' 3! ' 41 ' ' ' J 

oder 

«' = T L^ + TT + -2 r + TT + -4r + ■ • • J • 

Daraus folgt für die Fläche von bis x 

^'y = yLt + fil + 2u + 376 + TTe ^ J 

= ^ r^^* 4- ^^' 4- ^^* 4- ^A^' 4- ^?^' 4- 1 
8 12 "T" 1!3 ' 2!4 ' 3!5 ' 4!6 ' J 

= \ [i^^'f (t-t)+ (2^)' {h - t) + (2^)* (.1 - i) ■ ■ •] 
oder, getrennt geschrieben: 

„ _2xr(2a:) , (2aj)' (2«)» i i r(2a;)» (2 «)> (2a;)« "1 

-"'«' — "8" riT + "2r + -sT + ■■■] ~ 8 [-äT + "sT + -fr + "j' 

oder 

11) Jf,^ = ^[e»x-l]_A[c«'_l_?^] 

= 4-'[2x-l]-|[2:c-2a;-l] = 4'[2:r-l] + |. 
In gleicher Weise läfst sich dieselbe Kurve mit Hülfe der Gleichung 

oder, indem man den Nullpunkt um die Strecke 1 nach oben ver- 
schiebt, mit Hülfe von 

12) a; = lg(l+ir)=;.-^; + ';-l* + --- 
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behandeliL Man kann aber die obigen Resultate von den zum Recht- 
eck AB CD gehörigen abziehen und so das Nötige för die Flache 
CDE sofort hinschreiben. So ist z. B. 

n) F = F=xe' — (e'—\) = e'(x—l) + l=y(\^y — l) + l 
1 

Die Behandlung der Reihe 12j würde auf (1 + jer) [lg (1 + £r) — 1] -f 1 
führen. Man achte darauf, dafs die Formeln für F und M^ identisch 
sind. 

Das statische Moment von CDE für die F- Achse wird 

M; = ixe') I - [e* (X - 1) + 1] = e» [^ - X + l] - 1 

Man achte darauf, dafs dies die Hälfte von T^ ist. 
Das Trägheitsmoment ffir die y- Achse wird 

r; =^' — [(!'(x* — 2a; + 2) — 2J = e» [~ - z» + 2ar — 2] + 2 

= y [yOgy/ - (igy)* + 2igy - 2] + 2. 

Als statisches Moment für die X-Achse findet man 

Jlf; = (xe')^-|[e*'-l] = e*'(f-i) + l=y»[|lgy— i.] + l, 
als Trägheitsmoment für die X-Achse 

Das Centrifugalmoment von CDE für beide Achsen wird 

Jlf;, = ?l^_^(2a;-l) + A = V[2^»-2x + l] + } 

= ^[2(lgy)'-21gy+l] + f 
Der Schwerpunkt der Fläche CDE hat die Koordinaten 

= •"'c = ^ [ y ~ ^ + ^] -^ _ y[{(igy)'-'g y + i]^^ ^ 

_ i^^^f -_t2+ \_ y[|igy- |] + i 
^' F' «'[x-ii + i y[igy-i] + i 

Die Trägheitsradien sind 



a;. 
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Q'j 



-1/37 _"| / ''[t-^' + ^"-^+ '^ 

^ F- y e^L^-lJ + l 



= Y- 



|agy)'-agy)* + 2igy-2 +2 



y[igy-i] + » 




"|-t] + ^ = | A'[T>8y-i] + ^ 
[a;_i] + i °° ' y[igy — i] + i 



Die Schwingungspunkte in Bezug auf beide Achsen sind 

7" «• r^ — X» + 2 « — 2] + 2 

« = _L = La J 

_ y [y Qg y )'-ig(y)' + 2igy -2] + 2 
~~ y[Tagy)*-igy+i]-i ' 

T- -"[|-l] + ^ ^y'[|igy-i] + i 

3f^ M M' M' 

Auf die mit -jt^, ~m^^ 'W' '^^ ~W~ zusammenhängenden 

physikalischen Dinge braucht nur hingewiesen zu werden. 

Auch der durch Drehung um die X-Achse aus der Kurve 
y = ^ entstehende Körper läfst sich nach jeder Richtung bequem 
berechnen. Denn Querschnitt 

folglich Inhalt 



T 


1! 


' 2! 


> 3! 


2 a;* 
2! 


+ 


4aj» 
3! ■" 


8 a;* 
4! "" 


^x 


2 

- 4- 


%x^ , 


16 a;* 



oder 



n 



J=-:[e*'-l]. 







Sein statisches Moment in Bezug auf die durch die F- Achse dar- 
gestellte Ebene ist aus der Querschnittsformel 
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q^ = xifn = x^'% = ^^ [1 + TT + "2r + "äT "^ J 

ZU bereclinen. Es ergiebt sich 

TiV ra;' , 2 a;* , 4 a;* 8 a;* , n 

f = " L Y + ITä + 2!-* + sTö + • • • J 

« r4 a;" , 8 a;* , 16 a;* , 32 x* , l 

~" T LT" "T" ITs ' TfT "^ 3! 5 "1 J 

2a;?r r2_^ , (2 a;)» , (2 a;)* , n « r (2a;)» , (2 x)» , (2 a;)* , ^^ 

"~"~r"LlT ' 2! ' 4! I ' ' J 4 12! ' 3! ' 4! "i * ' J 

oder endlich 

Das Trilgheitsmoment in Bezug auf dieselbe Ebene folgt aus der 
Querschnittsformel 

q^ = y^nx^ = nx^^' = ^a;^ [^1 + ^ + ^ + -3^ -\ ] 

r o , 2a;' 4a;* , 8a;* , l 

Es folgt 

Die Zerlegung in Nr. 195 giebt 

f-|[(2«)'(f,-|i + fi) + (2*)'t-|i+.') + (2')'&-r+^) + -] 

2« r (2^» , (25)^ (25)» -1 

' 8 L 31 "r 4! "f 6! "•" J 

= Je>'[2a:« — 2x+l] — ^ [2a;« — 2a; — 4a;« + 1 + 2« + 4a;»] 
= I c«' [2a;« — 2« + 1] — J [2a? + 1] . 
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Der durch Drehung um die F- Achse entstehende Körper kann mit 
Hülfe der Querschnittsformel 



X' 



'« = «[lg(l + ;.)P = «[|"-:|- + -J-|'+...] 



behandelt werden. Einfacher geschieht die Berechnung jedes seiner 
beiden Teile, indem man von dem durch Drehung des Rechtecks 
AB CD entstehenden Cylinder den vorher berechneten Körper ab- 
zieht. Ebenso verfahrt man mit dem statischen und dem Trägheits- 
Momente. 

Damit kann die Untersuchung von y = e' und x = ^\gy ab- 
geschlossen und als Beispiel fOr die Behandlung anderer transcendenter 
Kurven hingestellt werden. 



Fig. 150. 



D. Die Schichtenformel für Kreisbogen. 

196) Die Tragweite der Schichtenformel läfst sich dadurch er- 
weitem, dafs man sie auch auf concentrische Kreisbogen anwendet. 
Ein Beispiel wird dies klären. 

Kreisbogen und Kreisfläche. 
Die Kreislinie von Radius r hat den 
Umfang 2 m. Ihre sämtlichen Punkte 
haben vom Centrum die Entfernung r. 
Während also 

qr = 2m 

als Querschnitt aufzufassen ist, kann man 

qr = {2m) r = 2r^n 
als Polarmoment erster Ordnung, 

qr = {2m) r^ = 2r^7C 

als Polarmoment zweiter Ordnung betrachten. 
Demnach wird die Fläche des Kreises von bis r 




F=27t'^ = r^7C, 







das Polarmoment erster Ordnung der Kreisfläche 



Mp = 



8 



das Polarmoment zweiter Ordnung der Kreisfläche 



r^n 



^ _ 2nr* _ 



Letzteres ist das polare Trägheitsmoment. 
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Das Polarmoment erster Ordnung findet Anwendung z. B. bei 
der Untersuchung der mittleren Drehungsgeschwindigkeit för 
den Fall, dafs die Fläche sich um eine Achse dreht, die senkrecht zu 
ihrer Ebene steht. Ist d" die auf den Radius r reduzierte Geschwindig- 
keit, so ist für jedes in der Entfernung r liegendes Flächenteilchen 
die sogenannte Bewegungsquantität 

für den entsprechenden Kreisbogen also {2rx) rd" = 2r^7cd', und för 
die Gesamtfläche 

2n^~ = Mp». 
Ist nun v,n die mittlere Geschwindigkeit der Fläche, so ist zu setzen 

VmF=Mp» = 2x»j, 
folglich ist die mittlere Geschwindigkeit 



2«^r» 






3 S o. 



2n 



Der Radius der mittleren Geschwindigkeit ist also 



Fig. 151. 




M. 



m 



2nr^ 
3 

2^2 



= »'•• 



Seine Bedeutung ist die, dafs die in ihm 
vereinigt gedachte Masse dieselbe Be- 
wegungsquantität giebt. Man kann sich 
das Polarmoment veranschaulichen als den 
Aufsenkörper, der dadurch entsteht, dafs 
man aus dem über der Fläche stehenden 
Cylinder (bezw. Säule) einen Kegel von 45** Seitenneigung aus- 
schneidet. 

197) Für den Kreissektor erhält man in entsprechender Weise, 
wenn a der zum Radius 1 gehörige Bogen des Sektors ist, als Quer- 

schnitt Qr = ar^ als Fläche F = -^r-, als Polarmoment erster Ordnung 



M,^ 



ar- 



ccr' 



, als Polarmoment zweiter Ordnung Tp = 

Für den Sektor des concentri sehen Kreisrings ergiebt sich als 
Fläche 
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^=i(^: -*•!)' 



als Polarmoment erster Ordnung 

als Polarmoment zweiter Ordnung 

Der Radius mittlerer Geschwindigkeit wird 



8 ^i 



< 



m 



8 ^2 
^2 



— r 



2^ 



was noch durch r^ — r^ gekürzt werden könnte. 

198) Dies eignet sich nicht nur für die Berechnung der Polar- 
momente, sondern auch für die Berechnimg der axialen Momente, nur 
mufs man dann das Nötige für den Einzelbogen bereits 
berechnet haben. ^''^ ^^^ 

Beispiel der Halbkreisfläche. 

Der Schwerpunkt des Halbkreisbogens liegt in 

der Entfemimg -, sein Axiahnoment erster Ordnung 



ist also rx — = 2r*. Folglich ist das statische Mo- 

ment der Halbkreisfläche in Bezug auf AB My = 
Der Schwerpunktsabstand also ist 



3 



M. 



2 







Das polare Trägheitsmoment des Halbkreisbogens ist rnr^, das 



mr^ 



axiale also — -r— = 



r^% 



Daher ist für die ganze Fläche 



rp ff r* r*Ä 

^y~" 2 4 ~ 8 



199) Die Polarmomente erster Ordnung sind nicht so leicht und 
elegant zu behandeln wie die der zweiten Ordnung, da weder ein 
Verschiebungssatz von einfacher Form besteht, noch eine einfach zu 
behandelnde Beziehung zu den M^ und My. So bietet z. B. die Auf- 
gabe, das Polarmoment erster Ordnung für ein Quadrat zu berechnen 
und daraus den Punkt mittlerer Geschwindigkeit zu bestimmen. 



160 



Abschnitt V. 



Pig. 153. 




für die elementare Behandlung* 
mancherlei Schwierigkeiten. Es 
würde sich um den Körper han- 
deln, der stehen bleibt, wenn der 
Kegel von 45** Seitenneigung- 
aus der quadratischen Säule aus- 
geschnitten wird, bei dem also 
hyperbolische Grenzlinien auf- 
treten*). 



Pig. 154. 



200) Dagegen lassen sich leichte 
Betrachtungen über Spiralen anschliefsen. Zunächst gelten die für 
den Kreissektor abgeleiteten Formeln auch für den entsprechenden 
Raum zwischen zwei kongruenten Spiralen irgend welcher 

Art, die gegeneinander um den Winkel a 
gedreht sind. 

Bei der Archimedischen Spirale 
sind die Bogen, vom Anfangsradius MA 
aus gerechnet, proportional dem Quadrate 
des Radius. Die Querschnittsformel wird 
also z. B. 

Verhalten sich in der Figur die 
Bogen wie 1 : 4 : 9 : 16, so entspricht 
dies Winkehi ^, 2^, 3^, 4^. Die Be- 
rechnungen geschehen ganz nach Art der 
Parabel zweiter Ordnung. Die Fläche wird 

F ='^ =3 Sektor. Das Polarmoment erster Ordnung wird Mp = -— , 




nr 



.3 



ar 

iT 
_ s 



das Polarmoment zweiter Ordnung Tp = 

Drehungsgeschwindigkeit hat die Länge r„, = 
Länge ^ r. 

Für die Spirale nächsthöherer Ordnung ist q 

F = ^ = I Sektor, 3f, = ^ , ^,-,, 

1 



I 

• Der Radius mittlerer 
r, der Trägheitsradius die 







ar 



ar^f für sie ist 



u. s. w. 



Für die Spirale mit Querschnittsformel g,. 



a ist die Fläche 

r 



•) Analytisch kommt die Sache auf die Integration eines cy klometrischen 
Ausdrucks hinaus, die sich nur mit Hülfe langwieriger Reihenbetrachtungen ele- 
mentar umgehen läfst. Später aber soll ein Abbildungsverfahren angegeben 
werden, durch welches sich die Aufgabe bequem erledigt. 
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r 

von r = 1 aus zu reclinen und ergiebt sich als JP' = a ^Ig r. Dagegen 

ist, von bis r gerechnet Mp = a- , Tp = a ■• 

Für die Spirale mit Querschnittsformel q^ = a-^ ist die Fläche 

von 1 bis oo gerechnet F = —-j- = — , das Polarmoment erster 

Ordnung von 1 bis r gerechnet, Mp == a *lg r, das Trägheitsmoment 

Die Analogie mit den Parabeln ist also eine vollkommene und 
soll hier nur deshalb nicht weiter erörtert werden, weil der Gegen- 
stand für die Technik von geringerer Bedeutung ist. 

Bei der logarithmischen Spirale r = xe^ oder -O" == 'lg— handelt 

es sich um die Querschnittsformel Q^= rO" = r 'lg — • Dabei hat 

man sich für die elementare Behandlung der bekannten Reihen- 
entwickelung zu bedienen und auf die Reihe die Schichtenformel an- 
zuwenden. 

Für die Kugel sei beiläufig bemerkt, dafs der Schwerpunkt des 
Meridiankeils, der nach 50) für sehr kleine Keilwinkel a in der Ent- 

femung — r liegt, der Punkt mittlerer Drehungsgeschwindigkeit ist, 

denn bei unendlich kleinem a fällt der Punkt mittlerer Entfernung 
von der Achse mit dem Punkte mittlerer Entfernung von der ent- 
sprechenden Ebene zusammen, so dafs es sich in beiden Fällen um 
den Schwerpunkt des Keils handelt. Die Bewegungsquantität der 
Kugel ist also 

wenn d" die Winkelgeschwindigkeit ist. 

Der darin liegende Schlufs ist dadurch gerechtfertigt, dafs die 

Schwerpimkte der Teilkörper sämtlich auf einem Kreise liegen. 

T 
Für Drehungskörper also handelt es sich stets um den durch ^r 

gegebenen Punkt, sobald die Hauptachse des Körpers mit der Drehungs- 
achse zusammenfällt. Darin liegt eine neue Bedeutung für diese 
wichtige Formel. Sie giebt die Pimkte mittlerer Entfernung von der 
Hauptachse für Drehungskörper an. 

Um allgemeineres über Kreissegmente und Kreisabschnitte zu 
erhalten, löse man folgende 

Uolsmüller, Inyanlenr - M«th«iii«tlk. I. 1^ 
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201) Hülfsaufgabe. Der Kreisbogen mit Winkel « hat in 
Bezug auf den senkrecht zur Symmetrieachse stehenden 
Durchmesser welches Trägheitsmoment? 

Auflösung. Man projiziere jedes Bogenteilchen s auf die zum 

Durchmesser parallele Tangente EF^ dann ist xs = — - r, eine Be- 
merkung, die man von der Berechnung der Kugelkalotte bezw. Zone 

(h \ h. 

2x%s = 2r7C j- Demnach ist bei Einteilung in gleiche — 

s,:r, + s,r,, + s^x.-\ = - r + -^ r + ^, r + 

und 



)i 



n 



n 



2j sx = s^x^ + s^x^ + s^x^ + . . . = /<r ^ ^ * -^ -»-~ — J—* . 

Der letzte Bruch bedeutet, da auch ÄD in gleiche Teile, deren Zahl 

unendlich grol's zu nehmen ist, eingeteilt wurde, 
die mittlere Höhe des Flächenstückes ABECD 
über der Grundlinie AD. Diese ist also 



Fig 155. 




*^'iii ^~~~ 



Sektor MBEC -^ 2JMCD 



Grundlinie h 



oder 



V 



'■'" 360» + 2 '''' 



' " 36Ö + » '^ *=*''' 2 ^' ''" 2 



/'( 



Demnach ist 



''^360+ 2 
h 



sm a 



oder 



^^ SX' = Ar.r,„ = Ar 



CC T 

360 ' 2 



T,=^sx^ 



^'[^äiö+l'«^«] 



r^Ä 



das gesuchte Trägheitsmoment. 

[Probe für cc = ISO« giebt -.^'*, was die Hälfte von r^ic und der 

vierte Teil von (2r;r) r^ ist. Letzteres aber ist offenbar das polare 
Trägheitsmoment der Kreislinie für ihren Mittelpimkt.] 

Nach der zur Probe gemachten Bemerkung ist fiir den Mittel- 

Tf, — 2H;r ^g^, = rV ^^^-^ 
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das polare Tt^heitsiaoinent des Bogeua, demnach ist das andere axiale 



2; = r» [» 




202) Aufgabe. DaaTrägheitsmoment des Kreiaauaschnittes 
(Sektors) in Bezug auf den zur Symmetrieachse senkrecht 
stehenden Durchmesser zu finden. 

Anflüsong. Die vorige Formel gilt für jeden 
einzelnen der in Fig. 156 gezeichneten Bogen 
innerhalb dea Sektora. Fafat man aber in 

«--•^(-SiO + T™-) 

r als veränderliche Gröfse auf, so geht nach der 
Schichtenformel, die auch hier angewandt werden 
darf, r* in — über, so dafs man für die Sektor- 
fläche hat 

^^ == T [»3iö + i ^*^«] = ¥ [« i^ + «^"^l- 

(Probe: Ist k = 180", so folgt Tg = ~, was mit dem Früheren 
übereinstimmt. Ebenso ist filr « = 90° 

Ebenso für a = 4f»* 

T,-'i['^ + ivi]-:i['' +2V21) 

Für den Sektor ist femer 

T„ = -- — = *"'"" 
^p 2 aeo 720 ' 

folglich ist daa TrägheitsmomeDt iu Bezug auf die Symmetrieachse ME 

I. _ I, -T,- '-■ [^-^ - ■ .in,.] - '- g - .m«]. 
Der Schwerpuiiktsabataud iat nach Nr. 10 

, . 240r Bin ^- 



Die Reduktion auf den Schwerpunkt giebt 
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a 



"860 



240*r*8in'-- 



= r* 



na 
72Ö 



n*a^ 



160 sin«^ 
9ra 



360 



r*7t it 



2 360 



160r*8in'Tr 



na 



Ebenso ist dann 



rjj r* Vna "I 



a 



160r*8m' — 



na 



203) Aufgabe. Die Trägheitsmomente des Kreisabschnittes 
zu finden. 

Auflösung. In Fig. 156 war fiir den Durchmesser 



^, r* rna , "l 



Abzuziehen ist für das Dreieck MDC 



,-, 2r sin— r'cos'-- 
rp„ hh^ 2 2 



r* sin a cos* 



a 



r* sin of (1 + cos a) 
8 



Demnach wird für das Segment BEC in Bezug auf den Durchmesser 

Ty = ^ [^ + sin« — sin« (1 + cos«)] = ^ [-^ — sina cosa] 
oder 

Für ilf £ war 

^'=8Li8Ö-«'°4 

Abzuziehen ist für Dreieck MDC 



T' = __ = 



48 



r cos— i2r sin — I r* • 4 • 2 cos — sin •— sin' — 

« \ * / M « Z 



oder 



48 



r* sm a sin' — 



4S 



t: = 



2 r* sin a (1 — cos a) 



12 



24 



Demnach wird für das Segment in Bezug auf ME 
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^'=TS-^""'-T8'»«(l-«>8«)] = ä[w-48ma + Biii«cosa] 
oder 

Addiert man dazu 

so erhält man in Bezug auf M 

Die BeduktioQ auf den Schwerpunkt geschieht mit Hülfe von c* F, wo 



Es ist also für 7y und Tp abzuziehen 



' L180 " 



(Probe für den Halbkreis stimmt.) 

Bemerkting. Diese Aufgabe ist toq Wichtigkeit iür die Centrifugen- 
theorie, denn bei etwa kugelförmiger Gestalt 
kann der Querschnitt der schnell rotierenden 
FlQssigkett als Kreissegment betrachtet werden, 
Formel 1) ist in die Formel Z = — T** in 
Nr. 49 einzusetzen. 

204) Aufgabe. Die Trägheitsmomente 
des Ringaektors zu berechnen. 

Nach 44 handelt es sich in Bezug auf den 
Durchmesser um 



" B L18O Sl^l^J 

in Bezug auf ME um 

8 ÜB 
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und in Bezug auf M um 

Da nach 11 

MS- __^h ^ - r\ _ ^''^' '^\ f^ - r\ ^ "^^^ ^^\ r^ -^ r\ 
ist, so mufs für Tp und Ty 

^ ^ 240« sin« J ^^3 _ ,3)2 ^,2 _ ,2) ^„ ^ 1 60sin«|(r^- r?)^ 

abgezogen werden, wenn man die Reduktion auf den Schwerpunkt 
durchführen will. 

205) Aufgabe. Die maximalen Gentrifugalmomente in 
Bezug auf M für die letzten Querschnitte zu berechnen. 

Auflösung. Sektor: 

^ Ty— Tx r' [na o • 1 H [na . 1 

^-y = —2— = 16 Ll8Ö - 3 ^^^ «J - 16 LiSÖ - ^*^«J 

2 r* sin a r* sin a 

= 16 8 

Segment: 

T,, Ty — Tx r* [na o • o 1 ^* f''« o • i • o 

3fxy = -^- = 96 Läö - 3 ^^^2«J - 96 L3Ö -^ ""^^ + '^^2^. 

= — [8 sin a — 4 sin 2a] = — [2 sin a — sin 2a]. 
Ringsektor: 

^'V = —2— = -16- LT8Ö + «^«J 16- Li6Ö - ^^«J 

4 4 4 4 

= — ~ — 2 sin« = — r — sina. 

16 o 

206) Bemerkung. Die hier durchgeführte Methode läfst sich 
nicht nur auf concentrische Kreise, sondern auch auf Parallelkurven 
anwenden, die bekanntlich durch Abwickelung einer gemeinschaftlichen 
Evolute entstehen. Hierher gehört z. B. die Inhaltsberechnung der 
Kreisevolvente. Dagegen ist die Anwendung auf die Doppelschar 
gleichseitiger Hyperbeln, auf die konfokalen Ellipsen imd Hyperbeln, 
auf konfokale Lemni skatenscharen und Hyperbelbüschel u. s. w. aus- 
geschlossen, weil hier die Breite der Elementarstreifen veränderlich 
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ist, so dafs die Anwendung der Rechtecksformel — • /, wo - die 

Breite, l die Länge des Streifens ist, unzulässig erscheint. Dort 
müssen also andere Methoden eintreten. Auf die Evolventen soll 
erst im nächsten Bande eingegangen werden. 



E. Einige Aufgaben Aber Maxima und Minima* 

207) Nach dem Methodischen Lehrbuche Teil II, Anhang, ist, 
wenn die Querschnittsformel einer Kurve die Gestalt 

.'• = (i + iy + cy^ + ^y^ + ßy* H — 

hat, die Ncigimg der Tangente gegen die F- Achse an der Stelle y 
zu berechnen aus 

taii « = i> + 2cf/ + 'i^di/ + Aey^-\ . 

Ein Maximum oder Minimum kann im allgemeinen nur dann statt- 
finden, wenn dieser Wert gleich Null ist. Die fraglichen Stellen be- 
rechnen sich also aus 

h-\-2cy-\-?^dy^-\-ieif'\ = 0. 

Die wirkliche Auswertung kann elementar höchstens bis zum 4**" Grade 
gehen. Trotzdem lassen sich einige wichtige Aufgaben mit Hülfe solcher 
Betrachtungen erledigen, wie die nachstehenden Beispiele zeigen. 

Die Untersuchung, ob an entsprechender Stelle ein Maximum 
oder ein Minimum stattfindet, oder ob die Kurve dort einen Rück- 
kehrj)unkt ( eine Spitze ), oder einen Wendepunkt oder sonstige Unregel- 
mälsigkeiten hat, läfst sich nur mit Hülfe der höheren DiflPerential- 
quotienten hinlänglich scharf entscheiden. Darauf soll hier nicht 
eingegangen werden. 

Fig. IM. 

208) Aufgabe. Aus einem kreis- 
rundenBalken den rechteckigenBalken 
von gröfster Tragfähigkeit auszu- 
schneiden. 

Auflösung. Die Tragfähigkeit ist, wie 
in der Festigkeitslehre gezeigt wird, pro- 

I)ortionjil dem Ausdrucke -j. , oder auch 

xif = X {cP — x^) = (Pj: — t\ Stellt man 
z = (Px — x^ graphisch dar, so ergiebt sich 
als trigonometrische Tangente der geome- 
trischen Tangente tan a = cP — i\x^. Eine Maximalstelle ist nur möglich, 

wenn d' — 3u'- = ist, d. h. x^ = -- oder x = dyl • Man kann x 
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konstruieren als mittlere Proportionale zwischen d und — , indem 

man z. B. AE = -^ macht und in E das Lot EB errichtet, was 
Flg. 169. nach Pythagoras AB = x giebt. 



209) Aufgabe. Dieselbe Aufgabe für 
einen elliptischen Balken. 

Die Gleichimg der Ellipse sei ^, -(-—, = 1 ^ 

die gesuchte Basis sei |, die zugehörige Höhe 17. 
Die Tragfähigkeit ist proportional dem Aus- 
drucke Ji?^, oder, da ^ = 2x und 



R 






uV 




n 


JE 


\ 


V 

1 

\\ 
\ \ 
\ \ 


'0 

V 


1*1 


A 






y 





i?« = (2y)» = 4(l-f-5a^ = 4a«-i^* 



8o«a;» 



ist^ proportional 8 ci^x — \C ; ^^^^ auch pro- 

portional x — g| • Stellt man aber z = x — ^ 
graphisch als Kurve dar, so ist ein Maximum 
nur möglich bei der durch 1 r^ = bestimmten Stelle, so dafs 

x = 6 K Y ^^^^y ^^® vorher, also 6 = 2ftl/-5-- 

Die Konstruktion erfolgt wie vorher. Man macht AE = ^ AC, 
errichtet das Lot EB bis zum Hülfskreise, dann ist AB die gesuchte 
Strecke |, der KL gleich zu machen ist. 

210) Aufgabe. Dieselbe Aufgabe für einen parabolischen 
Querschnitt, der einem Rechteck mit den Seiten 2x^ und y^ 
einbeschrieben ist. 

Auflösung. Die Gleichung der Parabel ist x^ = 2py , wo sich 



9 ^1 

der Parameter p aus x^ = 2py^ als jp = - — , bestimmt. Die Trag- 

fähigkeit des einzubeschreibenden Rechtecks wird proportional zu 



X' 



|i^*, wo ^ = 2x und rj = y^ — V =" Vi — ^ zu setzen ist. Für Ji^* 
ist also zu setzen 

«\8 



oder 



*(y'-y 



2^(y!- 



2yja;« , xl\ 



2p 



+ 



^py 



oder endlich, da der Faktor 2 überflüssig ist. 



2 . l/iX" . X' 



z = ylx-^^~ + 



*P* 
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Stellt man z graphisch als Curve dar, so 
handelt es sich um die Stelle, wo 



Flg. 160. 



bx' 



tan a = yj — ?^ :r« + f^, = 

ist. Das entsprechende x ergiebt sich aus 
der Gleichimg 



^-'^'Ax^ = -'fy\, 



5 



aus der 



5 — r 26 26 









, 






z' 


&\ 






/ 




"oT^ 




A 


/ '^ 










/ x> 








B 



6 — 6 



,w 



S 



folgt, oder 



^=]/ 



10i?yj 



bezw. a; 



=|/S, 



die Basis wird also entweder 



J_2y!S_2l/^|,._2^ 



oder 



J_2y!m_2/j!^,,_2,.yT. 



Das erste giebt aber iy = 0, d. h. einen Balken von der Tragfähigkeit 
Null, was hier kein Maximum, sondern höchstens ein Minimum bedeuten 
kann. Die zweite Lösung giebt ein Maximum, und zwar läXst sich 



I 



-V'4 



- als mittlere Proportionale zwischen AB = 2x^ 

und |-a:i==-r- konstruieren. Ist also AD = \AB, so giebt 
das Lot DE bis zum Hülfskreise das gesuchte |. 

211) Um eine Variante in der Behandlung der Aufgaben über 
Maxima und Minima bekannt zu geben, soll die in Nr. 141 behandelte 
Aufgabe, die Trägheitshauptachsen für eine Fläche F aus 
Txy Ty und Mjcy zu bestimmen, auf eine andere Art gelöst werden. 
Man wandle die Gleichung 

Ta = T^ cos* a + Ty sin* a — sin 2a M:cy 

mit Ausnahme des letzten Postens ebenso um, wie in Nr. 141, was 
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Ta = \ (T, + r,) — j (Ty — T,) COS 2a — sin 2aM,y 

giebt. Hier ist rechts alles konstant, mit Ausnahme der Gröfse a. 
Es kommt also darauf an, zu untersuchen, wann die beiden letzten 
Glieder ein Maximum oder ein Minimum geben, d. h. wann ein Aus- 
druck von der Form 

y r= a cos 2x -\' h sin 2x 

ein Maximum oder Minimum giebt. 

Zu diesem Zwecke denke man sich den Ausdruck als Curve ver- 
anschaulicht und untersuche, an welcher Stelle die Tangente horizontal 
ist. Vergröfsert man die Abscisse um eine kleine Gröfse S, so geht 
die rechte Seite der Hülfsgieichung über in 

a cos 2 (;r + |) + fc sin 2 (d: -f- 5 ). 

Subtraktion der beiden rechten Seiten von einander giebt 

a [cos 2 (X -\- I) — cos 2x] + h [sin 2 (x -{- S) — sin 2x]. 

Da die Nachbarordinaten bei horizontaler Tangente gleich sein müssen, 
so ist diese Differenz gleich Null zu setzen, also, wenn man nach 
bekannten goniometrischen Formeln umformt, 

a . (2.r+2S) + 2.r . (2ir+2j) — 2a; 
— - sm -^^ — ^ g'^ — sm -^ — ^-^ 

, h (2a; +25) + 2a: . (2.r+24)-2a! ^ 
+- 2 COS -^ — ^ g ^ sm - ^ ./ = 0. 

Division durch den gemeinschaftlichen Faktor ^ sin -^-— --'— «^ giebt 

— a sin (2x + g) + 6 cos {2x + g) = 



oder 



tan (2x + I) = ^ , 



oder, da | unendlich klein gedacht werden sollte, 

tan 2x = —' 
a 

Setzt man für a und h die eigentlichen Faktoren wieder ein, so folgt 

wie früher 

2 3f. 



tan (2 &) = 



T —T 
y -r 



zur Bestimmung der Lage der beiden Hauptachsen. 

[Setzt man die Reihenentwickelung für sin 2x und sin 2y als 
bekannt voraus und wendet man die Formel für den Neigungs- 



Einige Hülfsmittel der Elementar -Mathematik. 



171 



winkel a der Tangente auf die Reihen an, wozu man Method. Lehr- 
buch Band 2, Anhang oder Band 3, Algebr. An. VI vergleiche, so 
findet man sofort als mafsgebende Gleichung 



oder 



2a cos 2x + 2ft sin 2a; = 



tan 2a; = 



a 



zur Bestimmung der betreffenden Stelle. Damit würde eine dritte 
Lösung dieses wichtigen Problems gegeben sein.] 



F. Yerallgemeinerte Simpsonsche RegeL 

212) Reichen die bisherigen Methoden zur Berechnung von Flächen 
oder Körpern oder ihrer Momente erster oder zweiter Ordnung nicht 
aus, so ist man zu Annäherungsversuchen genötigt. 

Eine erste Annäherung würde die Trapez formel geben, die 
darauf beruht, dafs man die einzelnen Streifen gleicher Höhe als 
Trapeze berechnet. Addiert man die Resultate, so ergiebt sich z. B. 
für Fig. 161, wo übrigens y^ = ist. 



F = 



y^ — Vo 

2.8 



[•^0 + -^8 + 2 (iTi + iTjj + a^a H f- x^)j. 



yj 



Das Resultat wird einigermafsen brauch- 
bar, wenn die Kurve gegen die F- Achse 
bald konkav, bald konvex ist. Das Resultat 
wird aber zu klein, wenn sie überall 
konkav, zu grofs, wenn sie überall kon- 
vex ist. 



Fig 161. 



Y 



y^ 
y. 
y^ 



Es ist leicht, die Formel für F oder ^ ^^ 



31t 



F u. s. w. aufzustellen. 

Vi 



Vi 



y, 
y. 

yt 





-*t 



-^ 



-^ 



-3e-. 



-*r 




213) Ein weit genaueres Resultat giebt - 
in der Regel die verallgemeinerte 
Simpsonsche Formel, die darauf beruht, 

dafs man eine gerade Anzahl von Streifen annimmt und auf jeden 
Doppelstreifen die Simpsonsche Regel anwendet. 

Thut man dies, so ergiebt sich z. B. für Fig. 161 

^ = *^~r' [^0 + ^8 + 2 (^2 + ^4 + ^6 ) + 4 {X, +X,+X, + X,)], 



allgemein für n Streifen oder — Doppelstreifen 
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y«— yo 



Die Genauigkeit wird deshalb gröfser, weil sich durch je drei auf- 
einanderfolgende Kurvenpunkte unendlich viele Parabeln gemischter 
Ordnung vom S*®** örade legen lassen, fiir welche die Simpsonsche 
Formel ein richtiges Resultat giebt. Irgend eine dieser Kurven wird 
sich in der Regel weit genauer an die wirkliche Kurve anschmiegen, 
als es die geraden Linien der Trapezformel thun. 

214) Die Berechnung der statischen Momente würde nach der 
Trapezformel sehr ungenau ausfaUen. 

Die verallgemeineste Simpsonformel dagegen würde für Fig. 161 
folgendes Resultat geben 

M = 

X 

= ^6~X [^oyo+a;8y8+2(a;2y8+a:«y4+Xjy,)+4(a;iyi+a;,y,+a;5y5+a;„)]. 

Allgemein ergiebt sich fOr gerades n 

31 = 

X 



6. 



215) Für das Trägheitsmoment ergiebt sich ebenso bei geradem n 

T = 



Vn-Vo 



6 



— [a:^yJ+a:^y*+2(xgy*+x^yJ+-'-+a;,_2yL2)+^ 

2 

Um M und T zu berechnen, wird man zweckmäXsiger Weise 
die Streifenrichtung senkrecht gegen die vorige wählen. 

216) Für die Centrifugalmomente müfste man bei Figur 161 
folgendermafsen verfahren: Der erste Doppelstreifen würde nach 
Nr. 110 geben 



■ 

6 



2 2 8 

O 9 1 



^-^[xly, + xly, + ix\y,]. 



Die vollständige Formel würde lauten 
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M = 

xy 

oder 

M = 

xy 

In der Kegel wird die Formel nur für Körper verwendet, obwohl 
auch die Berechnung der genannten Momente für die Technik ganz 
brauchbare Resultate giebt. Als Beispiel könnte der in Fig. 28 dar- 
gestellte Schienenquerschnitt dienen. Auf die Schwerpunktsberechnung 

M 1 Fr ' T ^xu 

mit Hülfe von -^ , auf die mit Hülfe von l/-^, -^, -^ durch- 
zuführenden Berechnungen imd ihre praktischen Anwendungen braucht 
hier nur hingedeutet zu werden. 

217) Der durch Drehung um die F-Achse aus Fig. 161 
entstehende Körper würde folgendermafsen zu berechnen sein: 

j=«?^'i^»[.j+.:+2(«::+.:+...+a.:.,)+4(.:+.:+...4-.:_j]. 

yo 6 • 

Sein statisches Moment in Bezug auf die Gnmdfläche würde sein: 

M = 

u 

Das Trägheitsmoment in Bezug auf die Grundfläche: 

T = 

U 

Vn^yar 22,22,o/28|22, ,2 2\,^/22,22, ,2 2\1 

S 
Das Trägheitsmoment in Bezug auf die F- Achse würde werden: 

6 



Denselben Formeln gehorchen die Körper, die sich nach der 
Methode von Cavalieri aus dem Drehungskörper ableiten lassen. — 
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Die Annäherungsformeln geben um so bessere Werte, je mehr 
Schnitte man zu Hülfe nimmt und je weniger Unregelmäfsigkeiten 
das Profil zeigt. Als Beispiel berechne man das Trägheitsmoment 
der in Fig. 98 dargestellten Scliiene, deren Mafse man zu bestimmen 
hat, indem man z. B. die Querschnitte für 6 Doppelstreifen von gleicher 
Breite abmüst. 

Für rein mathematische Untersuchungen sind die Methoden dieses 
Abschnitts unbrauchbar, dort müssen sie durch die strengen Methoden 
der höheren Mathematik ersetzt werden, wenn diese überhaupt der 
Aufgabe gewachsen ist. 



Abschnitt VL 

Anwendung der lemniskatischen Abbildung auf 

die Bestimmung polarer Trägheitsmomente und 

polarer Momente erster Ordnung. 



218) In Nr. 142 wurde eine Konstruktion besprochen, die einen 
Kreis in eine Lemniskate verwandelt. Macht man die entsprechende 
Transformation mit 

I^lg. 162. 

B 



allen Punkten der 
Ebene, und trägt 




man, um die Zeich- 
nimg nicht zu ver- 
wirren, das „Bild" 
jedes Punktes in einer 
besonderen Zeich- 
nungsebene ein, so - 
ergeben sich für beide 
Ebenen interessante 
gegenseitige Bezieh- 
ungen, die einen 
eigentümlichen Ein- 
blick in die höhere 

Mathematik imd in die mathematische Physik geben und auch für 
den Techniker von Wichtigkeit sind. 

Um das Bild P des Pimktes C zu finden, hat man die mittlere 
Proportionale zwischen 0M= 1 und OC als Winkelhalbierende ein- 
zutragen. Will man umgekehrt das Bild (• zu P finden, so setze 
man auf die Seite OP des Dreiecks OMP das ähnliche Dreieck 0P(\ 

2U)) Die erste Konstruktion verwandelt den Winkel T 03/= 0= 2 g? 
in den Winkel POD = w = ^ , den Radius OC = R = r- in den 

Radius OP = >/(K? =x »• = V^. 
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Die zweite verwandelt den Winkel (p in 2 9?^ den Radius r in r^. 
[Die erste entspricht der Moivreschen Formel 

YR (cos -\- isin 0) = YR (cos y O + * sin y ^) a 
die zweite der Formel 

[r (cos g? + * sin <p)Y = r^ (cos 2 9 + i sin 2 9) . 

Wegen dieses Zusammenhanges soll die erste Transformation als die 

Abbildung = Y^ j ^i® zweite als die Abbildung Z = z^ bezeichnet 
werden. 

Auf den Zusammenhang mit der Lehre von den komplexen 
Gröfsen soll hier zu Gunsten der elementaren Darstellung nicht ein- 
gegangen werden. Die entsprechende Behandlung findet man in des 
Verfassers „Einführung in die Theorie der isogonalen Verwandtschaften".] 

220) Zwischen den Polarkoordinaten aller Punkte beider Ebenen, 
von denen die eine die Z- Ebene, die andere die jer- Ebene heilst, finden 
jetzt folgende Beziehungen statt: 

Dem Punkte mit den Koordinaten R und O (bezw. + 360*^) 
entspricht in der Z-Ebene ein Punkt der ;Er-Ebene mit den 

Koordinaten r = Y^ und ^ = y0 (bezw. g? = y <2> + 18W 5 
dem Punkte der ;er-Ebene mit den Koordinaten r und g? (bezw. 
q) + 180®) entspricht in der Z-Ebene ein Punkt mit den 
Koordinaten R = r^ und = 2(p. 

Dem um den Nullpunkt der Z-Ebene geschlagenen Kreise mit 

dem Radius R = c entspricht in der ^er- Ebene der Kreis r == Y^ ^^er 
r^ = c\ dem vom Nullpunkte der Z-Ebene ausgehenden Strahle von 
der Neigung = y (bezw. O = y -|- 360®) entspricht in der ;er-Ebene 

ein Strahl von der Neigung (p = ^ oder 2q> = y (bezw. 9? = ^ -j" 180® 

oder 2 9? = y + 360®). 

Das 'doppelte Entsprechen beim Winkel giebt gewissermafsen 
die beiden Wurzelwerte an. 

Umgekehrt geht jeder Kreis der jgf- Ebene, der mit Radius r = c 
um den Nullpunkt geschlagen ist, über in einen Kreis R = c^ oder 

YR = c der Z-Ebene, jeder Strahl, der mit Neigung (p = y (bezw. 

y+ 180®) vom Nullpunkte ausgeht, in einen Strahl = 2y oder j = y- 

Jeder der genannten Kreise der Z-Ebene ist doppelt durchlaufen 
zu denken, wenn der der ;Er-Ebene einmal durchlaufen wird, denn der 
Winkel 360® entspricht dem Winkel 180®. Die ganze Z-Ebene wird 
auf der Halbebene js dargestellt, die zweischichtig mit Punkten zu 
bedeckende Z-Ebene auf der ganzen einschichtigen j?- Ebene. 
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Auf das zweifache Entsprechen soll nur noch aufmerksam ge- 
macht werden, wenn es besonders nötig erscheint. 

221) Jeder Punktfolge oder Gurre der einen Ebene entspricht eine 

Curve der andern. In Polarkoordinaten entsprechen einander die 

Gurren 

/•(U,<&) = und /•[(r«),(29,)] = 0, 



/•[(>/iJ),(|)] = und /•(r,9,) = 0. 



222) Wichtig ist nun Folgendes: 

Jedem rechtwinkligen Flächenstücke J.B CT) der Z-Ebene, welches 
von den besprochenen Kreisen und 
Geraden begrenzt wird, entspricht ein Fi« le» 

rechtwinkliges Flächenstück A^B^C^D^ 
der andern Ebene, und zwar wird 
behauptet, bei hinreichender Klein- 
heit seien beide „Rechtecke" 
einander ähnlich, ihre Mafsstäbe 
verhielten sich wie 2q'.\, wo 
Q=OA^, also qi^=OA ist, ihre 
Flächen also wie 4(>^:1. 

Beweis. Man setze OA^ = q, 
also OA = Q% OBi = r, also OB=r\ 
den zum Radius Jf = 1 gehörigen 

Bogen E^^ = a, also ^=2a, 

so dafs Bogen A^D^ = q a ^ AD = Q^2a = 2Q^a und demnach 




Ab 2p»a 



wird. Ebenso wird 



AA 



Qa 



1 



folglich 



B^C, = ra, BC = r^2a = 2r^a, 
Bd 2r*a 2r 



^1 



r a 



wofür, wenn die Dimensionen der Rechtecke unendlich klein sind, 
also für die Grenze r = q zu setzen ist, geschrieben werden kann 

BÖ 2^ 

Für die beiden Bogenpaare ist also das obige Verhältnis als richtig 
nachgewiesen. 

Holimttller, Ingenieur -MatheniAtilc. I. 12 



Femer ist 
^jBi ^r — p, also AB ^ r* — p* = (r + p) ()■ — p), 

demnach 

AB _ >-■ - e' _ (r + p) ( r^p ) _ r + p 
A^B, r— e r ~ Q " 1 ' 

Bei unendlicher Kleinheit der Dimensionen strebt dieses Yerhültnis 

der Gröfse — -- oder - zu, wie es oben behauptet war. 

Weil bei unendlicher Kleinheit alle Rechtecksseiten sich 
wie 2p :1 verhalten, sind die sich entsprechenden kleinen 
Rechtecke beider Ebenen als ähnlich zu betrachten. Dürfen 
7.. B. die kleinen „Rechtecke" der einen Ebene als „Quadrate" betrachtet 
werden, so sind auch die der andern als „Quadrate" zu betrachten. 

[Nach dem Methodischen Lehrbuch (Teil II, Anhang) erreicht 
man diese Quadrateinteilung, wenn die Strahlen unter den Winkeln 

0. +"i. +\:, +'-', +-,- 

aufeinander folgen, die Längen der Radien aber der geometrischen 
Reihe 



gehorchen.] 

223) In den nebenstehenden Figuren sind die sieh gegenseitig ent- 
sprechenden Quadratnetze für einfache Winkelteilungen 16 bezw. H 
dargestellt, wobei das doppelte Entsprechen klar hervortritt. 





Die Diagonalkurven der Quadratnetze sind logarithmische Spiralen, 
die das Strahlenbüschel und die Kreisschar unter 45" durchsetzen, so 
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dafe auch die kleinen „Dreiecke" AKB beider Ebenen einander ähn- 
lich sind. 

224) Bei ähnlichen „Rechtecken" stimmen die Diagonalwinkel 
ebenfalls überein ^ und so schliefst man überhaupt, dafs einander ent- 
sprechende Winkel (mit Schenkeln von imendlich 
kleiner Länge) beider Ebenen übereinstimmen, so ^^^ ^^^ 
dafs die Beziehung eine winkeltreue oder iso- 
gonale ist, und dafs unendlich kleinen Dreiecken 
der einen Ebene unendlich kleine und ähnliche der 
andern entsprechen, kleinen geometrischen Gebilden 
ähnliche Gebilde der andern entsprechen. Man sagt, 
beide Ebenen seien in den kleinsten Teilen 

ähnlich, die Abbildung der einen auf die andere sei eine 
konforme. 

Wie man nun ein Gemälde mit Hülfe eines Quadratnetzes ver- 
gröfsert oder verkleinert wiedergeben kann, so kann man mit Hülfe 
der hier besprochenen Quadratnetze zu den Gebilden der einen Ebene 
mit beliebiger Genauigkeit die entsprechenden der andern Ebene 
konstruieren. 

Das Vergröfserungs Verhältnis ist, wie oben gezeigt wurde, für 
jede Stelle 2 9 : 1, wo 9 den Abstand des kleinen Gebildes der ;ßf-Ebene 
vom Nullpunkte bedeutet. In der Umgebung des Nullpunktes wird 
es zu 0:1, im unendlichen Bereiche zu 00 : 1 , so dafs beide Bereiche 
Ausnahmestellung einnehmen. Im Nullpunkte hört auch die „Ähnlich- 
keit" auf, da dort 2y imd y einander entsprechen. 

225) In technischer und mechanischer Hinsicht ist nun 
Folgendes von Wichtigkeit: 

Jedem Flächenelemente f der ;?- Ebene, welches die Entfemimg 
Q vom Nullpunkte hat, entspricht in der Z- Ebene ein solches von 

der Gröfse iq!^f\ jeder Fläche F = ^^f der ersteren entspricht also 

in der letzteren eine Fläche vom Inhalte i^^ == // ^ 9^f "^ ^ ^jf^^- 
Letzterer Ausdruck ist aber das vierfache polare Trägheitsmoment des 
Flächenstücks F in Bezug auf den Nullpunkt. Folglich gilt der 
wichtige Satz: 

a) Der Flächeninhalt jedes Gebildes der Z-Ebene ist 
viermal so grofs, wie das Trägheitsmoment des ent- 
sprechenden Gebildes der ^-Ebene in Bezug auf den Null- 
punkt. 

226) Jedem Flächenstück /^ der Z- Ebene entspricht ein solches 

f f 

von der Grö&e f= 7-,= ]~ Jii der jgr-Ebene, wo p. der Abstand 

12* 
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des ersteren Gebildes vom Nullpunkte ist. Jeder Flache F^ =^f^ 
der Z- Ebene entspricht also eine solche von der Gröfse 

in der jer-Ebene. Den Ausdruck >^ - deutet aber die Mechanik als 

das (Newtonsche) Potential der Fläche /^/i in Bezug auf den 

NuUpunkt. Folglich gilt der Satz: 

b)Der Flächeninhalt jedes Gebildes der jer-Ebene ist gleich 
dem vierten Teile des (Newtonschen) Potentials der ent- 
sprechenden Fläche derZ-Ebene in Bezug auf den Nullpunkt. 

221) Jedem Kurvenelemente s der ;2^- Ebene entspricht in der 
if-Ebene ein solches von der Länge 2^5, der Kurve von der Länge 

^ s also eine solche von der Länge ^ 2^5 = 2^ qs in der 
^- Ebene. Der Ausdruck^ qs ist aber das Polarmoment erster Ord- 
nung der Kurve //5 in Bezug auf den NuUpunkt. Folglich: 

c) Die Länge jeder Kurve der if-Ebene ist gleich dem 
doppelten Polarmomente erster Ordnung der entsprechenden 
Kurve der ^-Ebene in Bezug auf den Nullpunkt. 

228) Ebenso entspricht jedem Kurvenelemente s^ der Z- Ebene in 
der ^-Ebene ein solches von der Länge 2^' — 2!/"? ^^ ^^^ Xi^x 
übergeht in ~ ^^~- . Auch dieser Ausdruck hat eine Potential- 
bedeutung für ein gewisses anderes Anziehungsgesetz (als das 
Newtonsche), soll aber hier nicht untersucht werden. 

Ebenso soll die unter b) genannte Potentialbeziehimg erst im 
nächsten Bande bei den Potentialbetrachtungen zur Sprache kommen. 

Aus diesen Beziehungen ergiebt sich eine Fülle der interessantesten 
Resultate, sobald man weifs, welche Kurven beider Ebenen einander 
entsprechen, denn es w erden sich noch zahlreiche andere Anwendungen 
für die Wännetheorie, Elektrizitätslehre, Hydrodynamik, Kartographie 
und Kinematik anschliefsen. 



221)) Beispiel zu a. Der Ualbkreisfläche mit Radius r und 
Mittelpunkt der jer- Ebene entspricht in der ÜT-Ebene ein ganzer 
Kreis vom Radius r* und vom Inhalte r*;r, folglich ist der vierte 
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r^n 



Teil davon oder -— das Trägheitsmoment des Halbkreises in Bezug 

auf den Nullpunkt. 

Beispiel sn b. Der Kreisfläche mit Radius r^ und Mittelpunkt in 
der Z-Ebene entspricht in der ;ßf- Ebene ein Halbkreis vom Radius j/r^ 

und vom Inhalte -(|/^)*;r = -^- Das Vierfache, also 'ir^it^ ist 

demnach das Potential jener Kreisfläche in Bezug auf den Nullpunkt. 

Beispiel zu c. Der Halbkreislinie m der ;8f-Ebene mit als 
Mittelpunkt entspricht in der Z-Ebene eine Kreislinie von der Länge 
2(r*)Ä = 2r*Ä. Demnach ist die Hälfte davon, oder r^n^ das Polar- 
moment erster Ordnimg der Halbkreislinie vom Radius r in Bezug 
auf den Nullpunkt. 

Jetzt einige Aufgaben über das gegenseitige Entsprechen von 
Kurven. 

230) Aufgabe. In der Z-Ebene sei das von horizontalen 
und vertikalen Geraden gebildete Quadratnetz gezeichnet. 
Welches Quadratnetz entspricht diesem in der ;2f-Ebene? 

Auflösung. Der Geraden X = a oder ü cos O = « entspricht 
die Kurve r* cos 2q>=^a oder r^ (cos* ^> — sin* g?) = a oder x^ — y* = öf; 
oder 



Dies ist die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel, die durch die 

Punkte + ]/« der ic- Achse geht. 

Der Geraden Y = 6 oder i? sin O = 6 entspricht die Kurve 

r* sin 2 9 = 6 oder 2 r sin g? r cos g) = b oder 2xy = b, wofür man 

schreiben kann 

h 

Dies ist eine gleichseitige Hyperbel mit dem konstanten Asymptoten- 
rechteck — , deren Asymptoten in die x- und t/- Achse fallen. 
Sind die Geraden der Z-Ebene der Reihe nach 

X= 0, a, 2a, 3a, 4a,- • 
Y= 0, a, 2a, 3a, 4a,--, 

so gehen die Hyperbeln auf der X-Achse bezw. der Geraden von 
der Neigimg 45® durch Pimkte, die von die Abstände 



0, yä, /2a, ySa, YÄTi , 
haben, und es entsteht ein quadratisches Netz. 
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231 ) Für a ^ 1 ist dieses gegenseitige Entsprechen in den Figuren 
167 und 168 dargestellt. Dort hat jedes Quadrat den Inhalt 1, folglich: 
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Jedes der hyperbolischen Quadrate der Fig. 168 hat in 
Bezug auf das polare Trägheitsmoment T^==^. 

Jede Quadratseite der Z- Ebene hat die Länge 1, folglich: 
Jede Seite der hyperbolischen Quadrate hat in Bezug 
auf den Nullpunkt das Polarmoment erster Ordnung Mp = ~ • 

232) Aus den Beziehungen X = x^ — y* und Y=2xy folgt 
femer der 

Satz: Jeder Kurve f(XY)^=0 der Z-Ebene entspricht in 
der ;8?-Ebene eine Kurve f[(x^ — y*), {2xy)] = 0, 
Da aus jenen Beziehungen folgende sich ergeben: 



so folgt der entsprechende 

Satz: Jeder Kurve f{xy) = der ^-Ebene entspricht in 
der Z-Ebene eine Kurve 



233) Aufgabe. Was entspricht der Geraden 

Y 

V = A = tan« 

X — a 

durch den Punkt a der Z- Ebene? 

Auflösung. Ihr entspricht die Kurve 

__ i__^ = A, oder x^ — y* — ^xy = a. 



X* 



Setzt man zugleich — x und — y statt x und y ein, so ändert sich 
nichts, so dafs es sich um die Mittelpunktsgleichung eines Kegel- 
schnitts handelt, der, weil er unendlich ferne Punkte enthält, eine 
Hyperbel sein mufs. Nun liegen aber die unendlich fernen Punkte 
der Geraden auch von aus gesehen in den Richtimgen a und 
a -j- 180®, folglich die der Hyperbel, von aus gesehen, in den 

Richtungen — und ^ + 90®. Dies sind also die Asymptoten- 

richtimgen, und da sie auf einander senkrecht stehen, handelt es sich 
wieder um eine gleichseitige Hyperbel. 

Folgerung: Jedem schrägen Quadratnetz in der if-Ebene 
entspricht ein schräges Quadratnetz gleichseitiger 
Hyperbeln. 



184 
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^« ^^^ Femer: Die iso- 

gonalen Trajekto- 
rien jeder solchen 

Hyperbelschar 
sind wiederum 
gleichseitige Hy- 
perbeln. 

234) Für jede solche 
Hyperbel besteht eine 
wichtige Winkelbe- 
ziehung. Verbindet 
man nämlich einen be- 
liebigen Punkt P der 
Kurve mit den Schnitt- 
punkten + ]/ä auf der X-Achse, so folgt für die Neigungswinkel 0^ 
und ^2 ^^^ Verbindungslinien p^ und p^ Folgendes: 




tan^i = j^ 



y 



CP 



folglich 



X — |/a 



y 






y 



<-'(». + ».)-r^^!^.-^^ 



- + 



x-\-yä 2xy 



1 — 



y 



y 



x^ — y* — a 



X — yä ic+j/a 

Nach Obigem ist aber letzteres gleich A oder gleich tanc;, es folgt 
also 

tan (-ö*! -j- 'd'j) = tan a , 
folglich auch 

Also, wenn man die Geraden pj^ und p^ als Radii vectores (nicht mit 
den gewöhnlichen Brennstrahlen zu verwechseln) bezeichnen will: 

Für die gleichseitige Hyperbel ist die Winkelsumme 
der Radii vectores konstant. 

Jetzt kann man sich kurz folgendermafsen ausdrücken: 
Der Geraden ® = y durch den Punkt a der Z-Ebene 
entspricht die gleichseitige Hyperbel -ö-^ -j" ^2 = y durch die 

Punkte + V^ö der jer-Ebene. 

Dem Strahlenbüschel durch den Punkt er, dessen 
Neigungswinkel durch 0, a, 2a, 3a,... gegeben sind, ent- 
spricht ein Büschel gleichseitiger Hyperbeln durch die 

Punkte + )/a, deren Winkelsummen (-ö'i + ^a) ^^^^ derselben 
Reihe aufeinander folgen. 
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235) Aufgabe. Was entspricht dem Kreise R = c um den 
Punkt a der Z-Ebene? 

Auflösung. Ihm entspricht, da sich statt R = c auch (X — af 
+ Y* = c* schreiben läfst, nach Nr. 232 die Kurve 

deren Gleichung sich folgendermafsen umformen läfst: 

ar* -I- y4 + 2x^y^ — 2ax^ + 2ay^ + a« = c», 

(x^ + y^ + öt)^ — 4 ax^ = c^, 

(x^ -^ y* -^ a -^ 2 x}^ (x^ -^ y^ + a — 2 xYä) = c^ 

Verbindet man aber wiederum einen Punkt P der Kurre mit den 
Punkten + Ya, so gilt für die Verbindungslinien 

pI = (^ -Väf + f = x' + y' + a- 2x Vä, 
pI = {x + Y^y + y' = x' + y' + a + 2xY^. 



2 2 



Demnach läfst sich die Kurvengleichung auch schreiben ^Isp^p^ = c , oder 
endlich als 

Fig. 170. 

P1P2 = c- 

Dies ist die bekannte 
Gleichimg der Lemnis- 
katen zweiter Ord- 
nung oder Cassinischen 
Kurven, zu denen auch 
die in Nr. 142 besprochene 
gleichseitige Lemni skate 

gehört. Die Punkte + ]/ä 
heifsen ihre Brennpimkte, 
die Geraden p^^ und p^ ihre 
Brennstrahlen. Also: 

Jedem Kreise R = c um den Punkt a der Z-Ebene ent- 
spricht in der jer-Ebene eine Cassinische KurYe PiP2 = C mit 

den Brennpunkten + Vct- 

Folgen die Radien der Kreise der Gröfse nach folgendermafsen 
aufeinander: 

An 








2/r 



e^^ 



6/r 



SO folgen die konstanten Produkte p^p^ nach derselben Reihe auf- 
einander. 
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23G) Folgenmg: Ist in der X-Ebene eine Kurve in Polar- 
koordinaten in Bezug auf den Punkt a durch die Gleichung 
f(B.,&) = (i gegeben, so entspricht ihr in der ^-Ebene eine 
Kurve von der auf + V'^ bezogenen Gleichung 

rttoft), (». + ».)] -o- 

Die Variabelen (p,ft) und (fr, + fr,) sind die zuerst von Lam^ auf- 
gestellten leniniskati sehen Koordinaten, deren Anwendung fOr die 
mathematische Physik von grofeer Bedeutung ist und viele Rechnung»- 
erleichterungen giebt. 

237 1 Aufgabe. Es soll bewiesen werden, dafs alles, wa« vom 
Punkt« a gesagt ist, auch von jedem beliebigen Punkte mit den 
Koordinaten a und b gilt. 

Die Ausführung ist nur eine Wiederholung der obigen Rechnungen. 

23tti In Fig. 161 und 162 ist das gegenseitige Entsprechen in 
Bezug auf den Punkt « dargestellt {OM=a). Dem Quadratnetz 
der Polarkoordinaten entspricht das Quadratnetz der lemnis- 
katischen Koordinaten. 

Flg. IJl. 




239) Aufgabe. Wie grofs ist das polare Trägheitsmoment 
für die halbe Lemniskate, für jede halbe Gassinische Kurve, 
für jeden hyperbolischen Sektor einer solchen u. s. w. in 
Bezug auf den Nullpunkt? 
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AüfUSBimg. Der gewöhnlichen Lemniskate PiP^ -= c mit den 
!K«iuipunk(ea + yV entspricht ein Kreis Jf = c um den Punkt c. 



a\\\ 




"T^MT^ 


'^^Mr 


"J^ml 


s^^^ 


'y/ff 


IvV"^^ 



Sein Inhalt ist c*n, folglich ist -j- das gesuchte Trägheitsmoment der 
halben Lemniskate. Ebenso ist Wr die i'.ugehörigen kontbkaleu Cassi- 
nischeii Kurven pip^ ^ c, das Trägheitsmoment Tp'= — ■ 

Für jeden der gezeichneten Kreissektoren ist F =■ —^ , folglich 

für jeden der hyperbolischen Lemniskatensektoren Tp i= -^- ■ Für 
jeden Kroisring ist F ^ it (c — cj), folglich filr jeden halben lenmis- 
katischen Ring Tp = ^ (c* — c|l. 

240) Aufgabe. Wie grofs ist das Polarmomcut erster 
Ordnung der lemniskatischen und hyperbolischen Kurven 
in Bezug auf den XullpunktV 

Auflösung. Der Lemniskate p^p^ = c mit den Brennpunkten 
+ Yc entspricht ein Kreis vom Umfange 2 ex. Das Polarmoment 
der Hai blemni skate ist halb so grofs, also gleich cn. Für jede 
konfokale Cassinische Kurve p^p^ ^= q ist jener Kreisumfang gleich 
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2c,3r, also das Polarmoment erster Ordnimg der Kurve gleich c^n. 
Der Hyperbel von J>ipj ^ bis Pip3==e entspricbt ein Kreisradius 
von Länge c. Demnach ist ^ das Polarmoment erster Ordnung des 
genannten Hj^erbelbogens in Bezug auf den Nullpunkt 

241) Aufgabe. Welche Kurven entsprechen den logarith- 
mischen Spiralen R^ck** in Bezug auf den Pol a? 

Aufldsong. Die isc^onalen Trajektorien der konfokalen Lemnis- 
katenschar erhalten die Gleichung 

Pij)s=c* ■*. + ■'.. 
Sie sind als Diagonalkurven in das Netz ähnlicher ,^chtecke" leicht 
einzuzeichnen. Den elementar abzuleitenden Eigenschaften der loga- 
rithmischen Spiralen entsprechen solche dieser neuen Kurven. 

242} Aufgabe, Welche Kurven entsprechen den Geraden 
pi„ ,„ x^ a oder r coe # = o und 

y = b oder r sin fr ^ 6 der 
«-Ebene? 

AuflÖBong. Die gesuchten 
Kurven haben die Gleichungen 




= 6». 



Dies sind wiederum Kegel- 
schnittgleicbuDgen , und zwar 
Brenupunktsgleichungen von 
Parabeln, wie man erkennt, 
wenn man bei einer davon durch 
Koordinatenv erSchiebung nach a* 
die Scheitelgleichung bildet. 
Folgen in der «-Ebene die beiden Scbaaren von Geraden in den 
Abstanden 

0, + a, + 2a, + 3a, 4- 4a, ■ ■ ■ 
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aufeinander, so schneiden die Parabeln der Z-Ebene *^' "*^ 

die X-Acbse an den Stellen 

0> +A ±4a*, ±,^a*, ±16«*, 

die JT-Achse an den Stellen 

^, ± 2aS + 8»*, + 18«', ± 32o*. 

243) Bemerkung. Die schrafGerte parabolische 
Fläche hat, wenn OA ^ 1 ist, den Inhalt «-Ebnn, 

^ . 2 ■ 4 = y", folglich hat das Rechteck EDBC in Bezug auf das 
polare Trägheitsmoment y [Probe: 

('-/ + 'T?) + (T)"-i-2-(n + ii) + |-4-] 

Allgemein handelt es sieh bei der Parabelfläche durch + a* um 
den Inhalt \ l,2o*) (■4«*) == v '^*' *'^ ^^^ ^^^ Rechteck von der 
Breite a und der Höhe 2o um ^ ä* ■= 2^. 

244 J Die Parabel hat nach dem Methodischen Lehrbuch, III, Schlufs- 
Seite, von B bis D die Länge | [l/2 + lg (l + ^2)] = 1,1478p. 
Ist also OA = ar und BD ^ p ^ 4a*, so handelt es sich um die 
Länge 

2a* [1/2 + Ig {l + ]/2) = 1,1478 ■ iaK 

Halb so grofs ist das Polarmoment der wg. i7S. 

Ueraden von L^änge BI>=''2a (Fig. 174) 
im Abstände a von 0, also gleich 

«* (1/2 + lg (1 + /2")1 
= 1,1478 ■ 2a* = 2,295H a-. 

Denkt man sich jetzt die Länge 2a und 
den Abstand veränderlich als 2x bezw. x, 
so hat man im letzten eine Querschnitts- 
formel 

,,-a:MV2+ lg (1+1/2)1 

für ein Dreieck OAB in Bezug auf 0. 

(Fig. 175.) Für dieses ganze Dreieck ist also das Polarmoment 

erster Ordnung nach der Schichtenformel 

■M, - T H^ + '8 (1 + y^'i - —'s--'" ■' 
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für das Quadrat ABCD mit Basis 2x ist also in Bezug auf 

^P = ^ W^ + lg (1 + V^)] = -J' • 1,1478 = 3,0608 a?. 

Dreht sich das Quadrat in seiner Ebene um mit konstanter Winkel- 
geschwindigkeit ^, so ist demnach die mittlere Geschwindigkeit 

v,„ = ^^ = A. . *£• [Y2 + lg (l +V2)] ^ = I • l,1478x^=0,7652ar*, 

also ist der Radius der mittleren Geschwindigkeit 

Q =0,7652ar. 

Dies ist zugleich der mittlere Abstand sämtlicher Punkte der Quadrat- 
fläche vom Mittelpunkte. 

245) Damit ist zugleich der in Fig. 153 dargestellte Diagramm- 
körper berechnet. Sein Inhalt ist für x = - 

Jlf, = i ^; [|/2 + lg (1 + Y2)] = ^'-'^ = 0,3826 h\ 

Der ganze Rechteckskörper hat den Inhalt h^ • h |/|= W |/| = 0,7071 1?, 
der innere, trichterförmige Raum also ist 

63 y^_Mp = 0,7071 b^ - 0,3826 b^ = 0,3245 b\ 

Der auf der Spitze stehende Kegel hat die Höhe hy-- und den 
Radius ft^y, also den Inhalt 

^!l^bVl = ~yi = 0,7071 6» I = 0,3702 ¥. 

Von ihm sind vier gleiche hyperbolische Teile abgeschnitten, deren 
Gesamtinhalt ist 



g-VT - (6«|/| - M,) = b'Vi [I - l] + ^P=b' (0,3702 - 0,3245) 



6 

= 0.0457 b^ 



so dafs jeder Abschnitt för sich den Inhalt 0,0139 6* hat. 

Damit ist überhaupt gezeigt, wie hyperbolische Abschnitte solcher 
Art zu berechnen sind. 

246) Aufgabe. Das Polarmoment erster Ordnung für das 
Rechteck mit den Seiten 2a und 2b zu bestimmen. 

Den Geraden HB und CB der ^-Ebene entsprechen nach Nr. 242 
Parabeln von den Gleichungen 
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y^+ P + X — 2a' "" " 



und 



yW+T —X = 26", 

aua denen dnrcli Subtraktion folgt 

2X — 2o«-2(.' 
oder 

X — o'-l', 

durch Addition dagegen 

2l/X5"+"F' — 2fo' + S',l 



. yx" + r" = o" + b', 



oder 
ao dafs 

r — yiv-x' - v'(»'+i'?" 
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Nach dem Methodischen Lehrbuch, III, ScbluTsseit«, ist die Parabel- 
länge AB för g^ebenea Y pj^ ,,; 



■',\jvp' + y+p%- 



also für p ^ 2a- und Y^ 2ab der ganze Bogen 

HB —y^ytär+Tiih' 

+ 2a'-lg' 
oder 



iat + y4a-H-4a'f 




HB - 2bV^+V+ 2o"lg ML^Sl+i!. 
Demnach ist das'Pol&rmoment der Geraden HB halb so grofs, nämlich 

- h' 4- fl^'lff — !— £ ! 



3fj, = ft VV + i» + a*'lg 



oder 



-»■ [^ /i +::+ -lg (^+yi +:-:)] 



jVp =. o* [tan/jyi + tan*/S + 'lg (tan /3 + l/l + tan'^)). 
Setzt man nun a veränderlich gleich x, so folgt für das Dreieck 
OBH in Fig. 177 nach der Schichtenformel 
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^p = y [tan ß yi + tanV + 'lg (tan ß + yi + tan«"^)l 

pfg IIB. Das Dreieck OliD giebt entsprechend 
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also wird fflr das gesamte Rechteck MBDF 



M,: 



+ -S-1S 






'' + *'»'_+ f"' 




Der Radius der mittleren Geschwindigkeit er- 
giebt sich aus -J- == —'' ■ Auch die betreffenden 
Kegelabs chuitte sind leicht zu berechnen. 

247; Bemerkung. Die Parabeltläche ABH 
in Fig. 176 hat, da ZO = 6* — a*, also ZA = ¥ 
ist, den Inhalt y Aahb*^-^ab*. Der vierte Teil 
davon, y at', ist das polare Trägheitsmoment der 
hyperbolisch begrenzten Fläche Z^HBZ der 
£-Ebene, fdr die OZ = V'i» — o* ist. Die 
Gleichung der Hjperbel in Fig. 177 ist also 

248) Au^abe. Das polare Trägheits- 
moment des Segments der gleichseitigen 
Hyperbel in Fig. 179 zu berechnen. 

Reicht das Hyperbelaegment von 1 bis a, 
so entspricht ihm in der X-Ebene (Fig. 178) ein 
Parabelsegment, von 1 bis a\ reichend. Aus 




das Parabel Segment wird also 
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Demnach ist das polare Trägheitsmoment der Hyperbelfläehe 



T« = 



3 

2 a (a« — lyi 



p— 3 

In Bezug auf die ßleichheitsachsen | und i] wird 

2'* = n = I («* - 1)'- 



Da nach Nr. 178 Mi„ berechnet werden kann, so läfst sich auch 



Tjc und T,j bestimmen. 

249) Aufgabe. Was entspricht dem Kreise r = c um den 
Punkt a der jsr-Ebene? 

Auflösung. Die Gleichung des Kreises läfst sich schreiben als 

(x — af -(- y* = c^ oder x^ -\- y^ — 2ax -f- a* = c*. 

Dies geht über in 



c' 



yx^+Y^ + x _^ |/x«+ y- x _ ^^y yx^+Y' + x ^ ^, _ 

oder in 

oder auch 

oder 

1) JB — 2ay;B.cos| + a^ = c^. 

Ist dabei a = c, so entsteht die einfachere Oleichimg 

X« + r^ = 2a^iyx^+ Y^ + X) 

oder 

J? = 2a«(12 + 12co8a>) 

oder 

2) R^ 4a* i±f^ = 4a« cos« | ■ 

Dies ist die Gleichung der Cardioide, die allgemeineren Kurven 1) 
mögen daher als cardioidische Kurven bezeichnet werden. Sie 
kommen später noch einmal als cyklische Kurven zum Vorschein. 

250) Aufgabe. Den Inhalt der Cardioide zu berechnen, 
deren Grundkreis den Radius 1 hat. 

Holimüller, Ingenieur -Mathematik. I. 13 




Anflöaung. Der entapreclieiide 
Kreis der £-Ebeae hat in Bezug 
auf das Trägheitsmoment 

folglich ist der Inhalt der Car- 
dio! de dos Vierfache davon, d. h. 

251) Aufgabe. Wie grofs ist 
die Fläche zwischen dieser 
Gardioide und der symme- 
trisch teilenden Parabel? 

AnflÖBOng. Der schraffierte 
Halbkreis hat fflr das Tiüg- 
heitsmoment 



)+ '•+f: 



also fiir r ^ 1 



folglich ist die gesuchte Fläche 



-{^' + 1) 



= 3ä- 



So kium man jeden der entsprechenden para- 
bolischen Sektoren der Cardioide berechnen. 
[Setzt man den Umfang der Cardioide, lö»-, 
also hier lö, als bekannt voraus, so folgt das Polarmoment erster Ordnung 
der Kreislinie vom Radius r = 1 in Bezug auf seinen Randpunkt 



als 



= 8; allgei 



= 8r für den Kreis 



[tadius 



Yr, also Sq* flir den Kreis mit Radius («.] 

Weiteres über diese Kurven siehe in des Verfassers „Einführung 
in die Theorie der isogonalen Verwandtschaften". Noch sei 
bemerkt, dafs man auch bei Spiralensektoren der Lemniskaten die 
Trägheitsmomente sofort hinschreiben kann, ebenso die Polarmomente 
erster Ordnung für die Bogen der lemniskatischen Spiralen, wozu 
man nur die logarithmischen Spiralen der Kreisschar Tergleiche. 
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252) Aufgabe. Symmetrische Brennstrahlsektoren der 
Parabel zu berechnen. 

Das polare Trägheitsmoment des Dreiecks in Bezug auf ist 



ba 

48 



a ■ 2a tan 



a 



a^tan 



a 



(12o«+6») = 



48 



[l2a*+4a«tan«f] ^ [s + tan*!] 



Folglich ist die entsprechende 
Fläche der Parabel das Vier- 
fache, nämlich 



2 



a* tan y 3 + tan^ -|- 




Fig. 18S. 




Fig. IM. 



(Probe: für « = 90^ entsteht | a\ 
d. h. 3 des Rechtecks ABCD, 
wo OÄ = a^ OD = 2a^ ist.) 

253) Bemerkung. Vergleicht 
man die Gleichungen der Lemnis- 
kate und der gleichseitigen Hy- 
perbel in Polarkoordinaten, so 
erkennt man, dafs die Lemnis- 
kate die reciproke Kurve 

der gleichseitigen Hyperbel ist. Die Transformation der Figur 184, 
in der Kreis und Gerade AB von aus gerechnet reciprok sind, 
mittels der Funktion Z = Vzy giebt 
den Beweis dafür, denn dabei ver- 
wandeln sich Kreis und Tangente in 
Lemniskate bezw. Hyperbel. 

Transformiert man dieselbe Figur 
mittels Z = z^, so gehen Kreis und 
Tangente in Cardioide imd Parabel 
über, und so folgt, dafs die Cardioide 
reciproke Kurve der Parabel in Bezug 
auf den Brennpunkt ist. 

Weil das Inversionsbild eines 
Kreises stets ein Kreis ist, so ist das 
Inversionsbild jeder Cassinischen Linie 
vom Mittelpunkt aus stets eine Cassi- 
nische Linie, das einer cardioidischen 
Kurve in Bezug auf stets eine car- 
dioidische Kurve. Dem Sonderfalle der Geraden entsprechen die 
Sonderfälle der gleichseitigen Hyperbel und der Parabel. 

13* 
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Transformiert man das System der eonfokalen Lemniskaten und 
der orthogonalen Schar gleichseitiger Hyperbeln noch einmal mittels 
der Funktion Z = j/r , so entstehen Lemniskaten 4**' Ordnung von 
der Gleichung 2hP2PfiPi = ^ ^^^ Hyperbeln 4**' Ordnung von der 
Gleichung ^i + -^2 ~f" ^3 ~f" ^4 = Ty ^^^ ebenfalls für die Festigkeits- 
lehre von Bedeutung sind. 

254) Als Gesamtresultat des Obigen kann man für die Theorie 
der Polarmomente 1^' und 2*®' Ordnung Folgendes hinstellen: 

a) Kennt man den Inhalt einer Fläche, zu deren Be- 
grenzung Gerade, Kreise, Parabeln, cardioidisehe Kurven, 
gleichseitige Hyperbeln, Lemniskaten 2**' Ordnung im Sinne 
der obigen Darlegungen gehören, so kennt man für die 

durch ;? ='[/Z entstehende Fläche, die bezüglich von gleich- 
seitigen Hyperbeln, Lemniskaten 2*®' Ordnung, Geraden, 
Kreisen, Hyperbeln 4**' Ordnung, Lemniskaten 4^' Ordnung 
begrenzt ist, das polare Trägheitsmoment in Bezug auf den 
Nullpunkt. 

b) Kennt man umgekehrt das Trägheitsmoment der 
letzteren Fläche in Bezug auf den Nullpunkt, so kennt man 
auch den Inhalt der ersteren Fläche. 

c) Kennt man die Peripherie der ersten Fläche, so kennt 
man das Polarmoment 1'®' Ordnung für die Peripherie der 
zweiten Fläche. 

d) Kennt man umgekehrt das Polarmoment 1**^' Ordnung 
für die Peripherie der letzteren, so kennt man die Peripherie 
der ersteren Fläche. 

[255) Physikalische Bemerkungen zu den behandelten 
Kurven Systemen. 

Um für die besprochenen Kurvenscharen zu interessieren, mögen 
einige physikalische Bemerkungen über dieselben eingeschaltet werden.*) 

ai Fig. lOH. Strömt längs der Koordinatenachsen Elektrizität kon- 
stanter Spannung in die leitende Platte ein, die unbegrenzt zu denken 
ist, und wird die Elektrizität in unendlich grofser Entfernung auf den 
Winkelhalbierenden abgeleitet, so ist die eine Hyperbelgruppe die der 
StnJmungslinien der Elektrizität, die andere Gruppe ist die der Linien 
gleicher Spanmmg, sobald der statiomire Zustand eingetreten ist. 

*; Dift Bemerkungen in den eingeklammerten Abschnitten sind nur für vor- 
geschrittene Leser beHtimmt. Sie mögen als eine Hindeutung darauf, dafs es 
noch höhere Gebiete giebt, aufgefafst werden. Dort kommt die höhere Analysis 
zur Geltung, die im Anfange des Studiums noch entbehrt werden kann. 
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An Btclli- der atationären Elektrixitäteströmung Icaun mau eine 
stütionärd Wärniesh-ömung setzen. Die Stromlinien behalten dimii 
ihre Bedeutung und die Spauniiiig»curven werden Isotliermen. Solche 
Kurvensyt^teuie bezeichnet man daher als isothermische Kurven- 
Systeme . 

Erkennt man die ForchheimerHche Theorie der ßrundwitaser- 
stJinde für gloiehmülsig durchlässiges Erdreich als richtig an, so gilt 
von der Figur lti8 Folgejidea: Man denke sich die Koordinate wachsen 
als sehr weitgehende Sickerechlitze, die energisch ausgepumpt werden, 
dann geben die einen Hyperbeln die Strömung des GrundwasserH an, 
die andern die Niveaukurven des Grundwasserstandes. Durch die 
einzelnen „Quadrate" fli eisen dabei stets gleich grofse Fltlssigkeits- 
meugen, sobald nur das Niveau in den Schlitzen als überall gleich- 
mitTeig betrB<."htet werden darf. Man vergleiche auch die Theorie des 
Helmholtzscheu Geschwindigkeits- Potentials. 

b) Fig. 172, Mau denke sich die Brennpunkte der kourokaleu 
Lemuiskaten ali^ EinKtröniungsstellen konstant gespannter Elektrizität 
in die ebene Platte und den unendlich fernen Bereich derselben als 
AuBstrÖmungsstelle , dann ist das Büschel der Hyperbeln das System 
der Stromlinien, während die Lemniskat^n zweiter Ordnung die Linien 
konstanter Spannung sind. Bezüglich der Wärmestromung und der 
Grund Wasserbewegung findet Analoges statt, wie vorher. Ubrigenfl 
lassen sich die Stromlinien und Sfiannungskurven bei geeignetem 
Arrangement mit einander vertauschen. 3/A/, und das Lot in sind 
dabei als Einströmungslinien, die beiderseitigen Fortsetzungen nach 
aufsen als Ausströmungslinien zu betrachten. 

Hat man ein Oeräls, dessen Gestalt die äufsere Leniniskate 
der Figur 172 ist und denkt man sich den Boden an den Brenn- 
punkten durchbohrt, so hat man ein angenähertes Bild von 
dem Gange der Stromlinien und Niveaukurven unter Voraussetzung 
niedrigen Wasserstandes und Konstanthaltung desselben am Rande 
des tiellkises. 

Denkt man sieb eine elastische Platt*" von der Form der äuüeren 
Lemniskate der Figur 172, die läugs des Rande.s horizontal aulliegt 
und in den Bi-ennpunkten gleich stark belastet wird, so hat man 
unter gewissen theoretischen Voraussetzungen ein angenähertes 
Bild von Biegung der Pliifte, und zwar kann man mehrere Theorien 
aufteilen. Nach dei- einen würden die Lenuiiskatfln Niveaulinien sein, 
die Hyjwrheln Linien stärksten Gefälles. Nach einer andern würden 
die Lemniskaten Linien ffir konstante Werte einer Funjjtion der 
grrifsU-Ji Bit^guugs Spannung »ein, woraus siyh Entsprechendes über 
die Krümmungsradien aussagen lassen würde. Damit soll über die 
Kichtigkeit solcher Theorien nicht» behauptet werden. Es steht j 



198 Absclinitt VI. 

vermuten, dafs eine Reihe von Physikern ihre Theorien der Lehre 
von der konformen Abbildung geradezu anbequemt haben, so dafs 
an Stelle ihrer Hypothesen eine einzige gesetzt werden könnte, welche 
die Erhaltung der Konformität und der unendlich kleinen Quadrate 
bedeutet. Dies dürfte z. B. bei der Forchheimerschen Theorie der 
Grundwasserstände der Fall gewesen sein, ebenso bei der Theorie 
freier Ausflufsstrahlen von Helmholtz und Kirchhoflf. 

Zu Fig. 180 läfst sich bezüglich der Parabeln und cardioidischen 
Kurven Entsprechendes aussagen, nur tritt für die aufserhalb der 
Cardioide liegenden Isothermen die Unbequemlichkeit ein, dafs man 
sich die Ebenen doppelt bedeckt denken mufs. 

Auf kartographische imd andere Deutungen soll hier nicht ein- 
gegangen werden, auch nicht auf den schwierigen Fall der Torsions- 
probleme nach St. Venants Theorie, auch nicht auf gewisse Probleme 
der Kapillarität.] 

[256) Die reiche Anwendbarkeit der Transformationen Z ^= z^ und 

z = ]/Z auf die Lehre von den Polarmomenten 1*" und 2^' Ordnung, 
von der Flächen- imd Bogenberechnung, von der Elastizität, von den 
stationären Strömungen der Elektrizität, der Wärme, des Grundwassers 
und der Flüssigkeiten überhaupt, auf stereometrische Berechnungen 
u. dgl. sollten die Ingenieure veranlassen, sich in höherem Grade mit 
der Lehre von den konformen Abbildungen zu beschäftigen. 

Es wird gestattet sein, aufserhalb des Zusammenhanges auf einige 
besonders wichtige Anwendungen der Abbildungslehre hinzudeuten. 

Die Abbildungen 

z ^ d -\- ez \ a -\- zj 

sind identisch mit der Kreisverwandtschaft von Möbius. An den 
entsprechenden Kreisbüscheln und Kreisscharen hat Kirchhoff zuerst 
die Theorie der stationären Elektrizitätsströmung erörtert, Thomson 
zuerst die Theorie der elektrischen Bilder erläutert. An die Abbildung 

Z = — lassen sich gewisse Gravitationsprobleme anschliefsen. 

Die Abbildunir 

führt auf die wichtigen elliptischen Koordinaten (Fig. 207) und wurde 
zuerst von Prof E. Heine physikalisch verwertet. Die erste Ein- 
führimg der letzteren verdankt man Jacob i. 

Durch die Abbildung Z = z' bezw. z = ^/Z lernt man die 
Lemniskaten und Hyperbeln n*®' Ordnung kennen, die ebenfalls in 
physikalischer Hinsicht von Wichtigkeit sind. 
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Die Abbildungen 

Z^yi — f * , Z ^sim, 2 = cos ü 
ftlhren Buf die zuerst von Lame behtoidelteD lemniskatiscben Koor- 
dinaten, die oben eingehender besprochen wurden. 

Die Abbildungen Z^\ge und z ^ e^ geben den Zusammenhang 
der Mercatorkarte mit der Polarkarte von Hipparch und Ptolemäus, 
erleichtem die Theorie der logarithmischen Spiralen und lassen im 
Anschlufe an Burmesters Untersuchungen kinematische Deutungen 
zu. Auch Oravitations- und Potentialprobleme lassen sich anschliefsen. 

Qanz neue Bereiche des mathematischen Denkens werden durch 
die Abbildung mittels der elliptischen Funktionen Z ^ sin am z, 
Z ^ cos am Ä und Z = ^ am e eröffuet, durch deren doppelt- 
periodischen Charakter die Möglichkeit eröfinet wird, die ganze 
Ebene auf ein Rechteck konform zu übertn^n. 




'TV* s 6 b 1i 



So ist z.B. im Anschlufs ao Jacobi, Schering und Schwarz 
durch Peirce gezeigt worden, wie man im Stande ist^ die Kugelober- 
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fläche mit dem Netz der Meridiane und Parallelkreiae auf der Fläche 
eines Quadrates darzustellea. Die Unstetigkeitspuukte sind geschickter 
Weise in den Ocean verlegt worden. Der Äquator erscheint als Quadrat. 
Die symmetrische Fortsetzung der einzelnen Oktanten läfst zwanglos 
die doppelte Periodizität erkennen. Aus geographischen Gründen ist 
in Figur 185 nicht die Einteilung in kleine Quadrate gewählt, sondern 
die Einteilung in Rechtecke, die, wie auf dem Globus, nur in der 
Nähe des Äquators quadratisch erscheinen, dagegen nach den Polen hin 
das Verhältnis der Länge zur Breite gesetzn^sig zunehmen lassen.*) 




Die entsprechenden physikaliscbeu Deutungen sind leicht im 
Anschlufs an die Zeichnung des Gradnetzes zu gehen. 

Es handelt sich z. B. um Einströmung der Elektrizität oder 
Wärme in der Mitte, Ausströmung in den Eckpunkten A, B, C und D. 

•) Die Figuren 186 und 186 Bind nach eioem Clichi5 angefertigt worden, 
welches TOn Herrn Prof. Adr. Gn^bhard in Paris freundlichst »nr VerfllgTuig 
geBtellt wurde. 
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Denkt man sich das Quadrat A^B^C^^D^ aus der Figur heraus- 
geschnitten, so lassen sich Deutungen entsprechender Art ablesen, 
auch solche über den Zustand einer quadratisch geformten elastischen 
Platte, die in der Mitte belastet ist, auch über die Kapillarität im 
Innern eines engen Röhrchens von quadratischem Querschnitt, oder 
über die Wasserstandslinien in dem Terrain einer quadratisch ge- 
formten Insel, in deren Mitte sich ein Pumpwerk befindet. Nur ist 
zu beachten, dafs die Annahme der Hypothesen, die dem Charakter 
der Konformität mit den einfacheren Koordinatensystemen ent- 
sprechen, an der Hand des Experimentes auf ihre Zulässigkeit zu 
prüfen ist. 

Ohne Kenntnis des konformen Zusammenhanges ist ein Ein- 
dringen in die feineren Theorien undenkbar. Dieser spielt schon jetzt 
in einigen Lehrbüchern der Mechanik eine hervorragende Rolle, und 
Kirchhoff und Helmholtz haben mit dem Hülfsmittel der kon- 
formen Abbildung sogar die schwierige Theorie der freien Ausflufs- 
strahlen angebahnt. Deshalb sei an dieser Stelle auf die ,, Ein- 
führung in die Theorie der isogonalen Verwandtschaften 
und der konformen Abbildungen" hingewiesen, zu deren Studium 
gröfsere Kenntnisse aus der höheren Analysis nur für den Schlufsteil 
nötig sind, während der Anfang ganz elementar gehalten ist. Die 
oben genannten Abbildungen und zahlreiche andere sind dort eingehend 
behandelt und die angedeuteten physikalischen Beziehungen erläutert.] 



Abschnitt VII. 

Graphostatische Methoden znr Bestimmnng Ton 
Trägheits- and Centrifngal-Momenten. 



A. Oraphische Methode von Nehls zur Bestimmung des statischen 
Homentes und des Trägheitsmomentes einer Fläche. 

257) Der schraffierte Teil der Figur sei die gegebene Fläche F. 
Um datt statische Moment M^ und das Trägheitamoment M^ zu be- 
stimmen, verlahre man folgendermafsen: 

P^P sei der Horizontalschnitt f in der beliebigen Höhe y, 
AB die Parallele zur X-Achse in der Höhe OA ^ 1. Man ziehe 




die Senkrechte PQ und OQ bis zum Schnitte P, mit dem Horizontal- 
Bchnitte. Dann int AQ = f, folglich P^ P, = /■ ■ j/, d. h. P^P, ist das 
statische Moment von f in Bezug auf die X-Achse. Ffir sämmtliche 
Schnitte mache man dasselbe, dann bilden alle Punkte P^ eine 
über CD stehende Fläche F, und diese Fläche stellt das 
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statische Moment Jf, der Fläche F in Bezug auf die 
X-Achse dar. 

Wiederholt man dasselbe mit der Fläche F^, so entsteht durch 
die neue Konstruktion eine Fläche F^ über CD, Diese stellt das 
statische Moment zu JF\ und zugleich das Trägheitsmoment 
Tx für F dar, denn es ist ÄQ^=fy, folglich PoP^ = fy\ folglich 

F,=^fy' = T.. 

258) Bemerkung. Wählt man OA = ft, so wird 6 J\ = M^ und 
b'F^ = Tjcf wie leichte Rechnungen zeigen. Dabei kommt die dritte 
bezw. vierte Dimension von 31^ bezw. Tx zum Vorschein. 

Ist die Fläche anders gestaltet, so lassen sich die Querschnitte 
nach Cavalieri an die Gerade CD verschieben, wodurch nichts ge- 
ändert wird. Man kann aber auch die wie in Figur 188 durch OY 
getrennten Teile gesondert behandeln und dann addieren bezw. die 
Resultate für ABC DE und ABFDE in Figur 189 durch Sub- 
traktion mit einander verbinden. 



Fig. 188. 



Fig. 180. 




E 



^ 
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Die Methode ist einfach und brauchbar, wenn man die Flächen 
mit Hülfe des Polarplanimeters zu bestimmen versteht. 

B. Graphische Methode von Hohr mit Hülfe des Kräfteplans 

und Kräftepolygons. 

259) Man bestimme, wie in Nr. 18 mit Hülfe des Kräfteplans das 
Kräftepolygon und die Schwerpimktsachse A^S, nur wähle man P 
als den symmetrisch teilenden Punkt des Halbkreises über 



^2ir=/-=/i + ^, + /, + ■■• + /;. 
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Im Kräftepolygon ist A AiBiC r^ A ABP, bo dala sich die In- 
halte wie die Quadrate der Höhen über A^Bj bezw. AB verhalten, die 
gleich Xi bezw. J /" sind. Also: 

folglich 

f,xl = A A^B^C ■ f. 

Bei unendlich schmalen Streifen ist aber f^x^ das Tri^heitsmoment 
des ersten Streifens in Bezug auf die Schwerpunktsachse AiS. 
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Ebenso ist es mit den andern Streifen, d. h. es ist das Trägheits- 
moment der Fläche f 



'^.-'^rA-^'r. 



wo F die Fläche des Kräftepolygons ist, also gleich dem 
Produkte aus der gegebenen Fläche und der Fläche des 
Kraft epolygons. 

Bemerkung. Verschiebt man die Schwerpunktsachse um e (parallel 
zu sich selbst), so wird nach Nr. 27 
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T= T, + eY= Ff+ e'f = f{F+e% 

d. h. zum Kräftepolygon ist noch die Fläche Ay^VW=e^ hinzuzu- 
fügen. 

C. Andere Methode Yon Hohr, 
auf Benutzung eines Hülfskreises gestützt. 

260) Um das Trägheitsmoment und das Centrifugalmoment einer 
Fläche F in Bezug auf Achsen zu bestimmen, die durch einen ge- 
gebenen Pol P gehen, benutzt Mohr einen durch P gehenden Kreis 

Fig. 191. 




von sonst beliebiger Lage und von beliebigem Radius r. Von dem 
bei A liegenden Flächenelemente f aus ist ein Polstrahl AF bis zum 
Schnittpunkte A^ mit dem Kreise zu ziehen. Sind PB und PC die 
Strahlen, in Bezug auf welche die Momente bestimmt werden sollen, 
und bilden diese mit PA die Winkel 9^ und 9^, so sind, wenn 
PA = s gesetzt wird, die Abstände des Flächenelementes von den 
Achsen gleich zsin^j^ bezw. ^srsin^^- Multipliziert man f mit dem 
Produkte der Abstände, so erhält man 

f ' z^ sin^i sin^jj, 

und dieser Ausdruck wird als das Centrifugalmoment oder Deviations- 
moment des Elementes f in Bezug auf die Achsen PB und PC 
definiert. Dies ist allgemeiner, als die frühere Definition, bei der es 
sich nur um Achsen handelte, die sich imter 90** schneiden. 

Man verlängere die beiden Achsen bis zu den Kreispunkten B^ 
und C^ , was zu Kreissehnen A^B^ = 2r sin 9^ , ^^ C\ = 2 r sin 9^ 
und B^C^ = 2r sin ( 9^ — 9^) Veranlassimg giebt. -4^ hat von der 
letzteren Sehne einen Abstand 6 = 2r sin9i sin92, ^® ^^^^ leicht 
aus der Figur ergiebt. 
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Jetzt liegt es nahe, in A^ eine Masse von der Gröfse 

z* 
m = ~f 
2r' 

anzubringen, denn deren statisches Moment in Bezug auf C^B^ 
wird gleich 

me = —f2r smq>^ sin 9^ = ^Y ^^^ 9i ^^^ 9>2} 

d. h. gleich dem Centrifugalmomente des Flächenelementes in Bezug 
auf die zu B^C^^ gehörigen Achsen PB und PC 

261) Ist qpg == 9 -(- 90®, so erhält man das früher definierte 
Centrifugalmoment JfcTry Macht man dagegen qp^ = 9^, so dafs die 
beiden Achsen z. B. in PB zusammenfallen, so geht C\jB^ in die in B^ 
berührende Tangente über, und me = z^f sin (p^ sin (p^ verwandelt 
sich in 

me = f(0 sin 9)^, 

d. h. in das Trägheitsmoment in Bezug auf die Achse PB. 

Das hier definierte allgemeine Centrifugalmoment ent- 
hält also das früher behandelte und das axiale Trägheits- 
moment als spezielle Fälle in sich. 

262) Macht man jene Konstruktion für jedes Flächenelement /) so 
erhält man für die ganze Fläche ^ f = F auf einem Kreisbogen 
die gesamte Hülfsmasse 



^e:=»^.>^A*=ft= 



^j 2r 2r^ 



2r 



8 



Fig. 198. 



WO Tp das polare Trägheitsmoment von F in Bezug auf den Pol P 

und Qp den zugehörigen Trägheitsradius 
bedeutet. 

Das statische Moment der ge- 
samten Hülfsmasse in Bezug auf B^C^ 
ist dann gleich dem Centrifugal- 
moment von F in Bezug auf PB und 
PC, Diese Hülfsmassen haben einen Schwer- 
punkt ä^, der als Trägheitsschwerpunkt 
der Fläche F in Bezug auf den Pol P 
(und den gewählten Halbkreis) bezeichnet 
werden soll. In ihm denke man sich die 
gesamte Hülfsmasse vereim'gt. 
Fällt man dann von St aus ein Lot auf B^^C^ und multipliziert 

man dessen Länge mit der Hülfsmasse, so hat man wiederum ein 
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Fig. 198. 



statisches Moment, welches gleich dem Centrifugal- (bezw. 
Trägheits-) Moment von F ist. 

263) Eine kleine Vereinfachung wird für das Trägheitsmoment 
noch dadurch erzielt, dafs man St 
mit dem Mittelpunkte M des Hülfs- 
kreises verbindet und über StM als 
Durchmesser einen zweiten Hülfskreis 
zeichnet. Verbindet man dann den Be- 
rührungspunkt JBj der Tangente mit M 
und verlängert man diese Gerade bis 
zum zweiten Schnitte F mit dem kleinen 
Hülfskreise, so ist B^F = e, und man 
hat nicht erst nöthig, die Tangenten zu 
ziehen und ein Lot zu fällen. Ist also St 
bestimmt, so kann man für jede beliebige 
Tangente sofort den zugehörigen Hebelarm mit Hülfe des Radius finden. 




264) Kommt es hauptsächlich darauf an, nur solche Achsenpaare 
zu behandeln, für die das Centrifugalmoment verschwindet, 
für die also auch das statische Moment der Hülfsachse gleich Null 
ist — so dafs die Kreissehne B^C^ durch Ä gehen mufs — , so 
braucht man sich vorläufig nicht um das Vorzeichen des Centrifugal- 
momentes zu bekümmern. [Es ist für f positiv, wenn die von f aus 
gefällten Lothe auf derselben Seite von z liegen, negativ, wenn z 
zwischen diesen Loten liegt.] 

265) Geht B^C^ durch St, so bezeichnet man TB imd PC als 
konjugierte Achsen. Zu jedem PB ist die konjugierte Achse PC 



Fig. 195. 



Fig. 194. 





leicht zu konstruieren. Geht B^C^ sowohl durch ä, als auch durch 
My SO hat man den besonderen Fall, dafs die konjugierten Achsen 
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PB und PC aufeinander senkrecht stehen. Dies ist der früher be- 
sprochene Fall der Hauptträgheitsachsen für den Pol P. 



Fi« 1Ö6. 266) Den früher behandelten Sym- 

metriefällen entspricht in allgemeinerer 
Weise Folgendes: Läfst sich die Fläche 
so in Parallelstreifen einteilen, dafs 
die Schwerpimkte der Streifen auf einer 
Geraden liegen, so ist die Richtung 
der Mittellinie PB konjugiert zur 
Streifenrichtung PC, PB und PC 
sind also ein Paar konjugierter Achsen. 
Das Centrifugalmoment wird nämlich in diesem Falle gleich Null, 
weil zu jedem Teilchen f ein andres f^ gehört, dessen Moment das 
des ersteren aufhebt. 




Fig. 197. 



267) Gelingt es, die beiden Koordinaten von St zu be- 
stimmen, ebenso das polare Trägheitsmoment Tj, und mit 

dessen Hülfe die dem Punkte St 

beizulegende Hülfsmasse -tt^ , 

so ist die Angelegenheit im 
wesentlichen erledigt. 

Grundsätzlich ist die Aufgabe 
folgendermafsen zu lösen: 

Man bestimmt die Trägheits- 
momente auf irgend eine Weise 
für drei Achsen PB^, PB^ und 
PBq. Sie mögen sein 

^Qu ^Qlf ^9l> 

so dafs sie sich verhalten, wie q^ : pg : Pg- Dann müssen sich e^, e^ 
und gg ebenso verhalten, so dafs man zur Bestimmung von St hat 

2 2 2 
2 2 

Aus ^ =0 ergiebt sich die Richtimg KL, aus * = -^ die Richtung 
RQ zur Bestimmung der Lage von St für den gewählten Hülfskreis. 

Dem Punkte St ist die Hülfsmasse — -- oder, was dasselbe ist, 

F,l F,l F,l 

= = beizulegen. 

ei f, f, ö 
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Ist durch die Form der Fläche ein konjugiertes Achsenpaar ah 
selbstverständlich bekannt, so braucht man nur uoch eins der obigen 
Verhältnisse, z. B. - zu berechnen, denn die Sehne des konjugierten 
Paares geht bereits durch S,. Also ist nur noch die Berechnung 
zweier Trägheitsradien bezw. Ti%heit8momente nötig. 

Kennt man dagegen zwei konjugierte Achseupaare, so schneiden 
sich die zugehörigen Sehnen in S,, so dafs es jetzt ausreicht, Tp zu 
kennen. 



268) Die Mohrsche Abhandlung im 33""" Bande des Civil- 
Ingenieur beschäftigt sich eingehend mit der möglichsten Verein- 
fachung des Verfahrens, von dem hier nur der Orundgedauke an- 
gegeben werden sollte. Dafs die Methode eine allgemeine Lösung 
der betreffenden Aufgaben der Graph oatatik ermöglicht und nach 
Überwindung der ersten Schwierigkeiten übersichtlicher erscheint, 
als die Culmannsche Methode, kann zugestanden werden. 



D. Modifikation der Kobrsehen Methode durch Land. 

269) Weil bei Mohr die Berechnung der Koordinaten der Kreis- 
punkte Bi,Si,Bi trigonometrische 
. Funktionen nOtig macht und auch *"'" '*" 

die Berechnung der von der Li^e 
der Kreispunkte abhängigen sta- 
tischen Massenmomente imbequem 
ist, Bchl%t Land im 34**° Bande 
des Civil - Ingenieur 



Die Tangente des Hülfskreises 
in P und der zugehörige Radius 
werden zu Koordinatenachsen ge- 
macht. Das Flächenelement f im 
Punkte Z habe die Koordinaten x 
und y und die Entfernung PZ^x 
vom Fol. Der zu Z gehörige Kreis- 
punkt Zj habe die Koordinaten x^ 
und y^ . Dann ist 




Xt = r6 



^ 2 r ein tp cos qs ^ 2 



y,-PL, 



r + r cot 2ip — r (l + not 2ip) - 

r, lnB.iiiau.llalh.mmtlk. I 
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In Z^ ist die Masse m = ~- anzubringen, dann ist in Bezug auf 
die IT- Achse das statische Moment der Masse m 

d. h. gleich dem Centrifugalmoment des Massenteilchens f in Bezug 
auf beide Achsen. Dagegen ist in Bezug auf die IT- Achse 



/^•o.y' 



d. h. gleich dem Trägheitsmoment des Teilchens f in Bezug auf die 
X-Achse. 

Ebenso wird ^mx^=^fxy und^^wy^^ =^^/'y*. Die ge- 

samte Hülfsmasse ist aber > — = ^ Tp = m^, also folgt, wenn y^ 
und X, die Koordinaten von S, sind, 

Die Koordinaten von St sind also 

M M 

xy xy o 

^x ^x 

X X Ck 

^t ^p 

270) Auch Land giebt noch weitere Vereinfachungen an und 
baut die Theorie in eingehender Weise aus. Hier stehen, wie bei der 
früheren Behandlimgsweise, die gewählten Achsen wieder aufeinander 
senkrecht, was zwar weniger allgemein ist, aber die Entwickelungen 
wesentlich erleichtert, ohne die technische Verwendbarkeit ein- 
zuschränken. 

Mohr selbst äufsert sich über einen Vorzug der von ihm ge- 
schaffenen Methode folgendermafsen: 

„Man hat die Lehre von den Trägheitsmomenten als das eigentliche 
Gebiet der graphischen Statik bezeichnet. Diese Behauptung war 
bis jetzt kaum berechtigt, denn die Trägheitsellipse, mit welcher die 
Culmannsche graphische Statik operiert, bildet die seit langer Zeit 
bekannte Darstellung einer auf analytischem Wege abgeleiteten Formel, 
der ein statischer Sinn nicht untergelegt wird, dasselbe gilt von den 
früher bekannt gewordenen Darstellungen (Zeitschr. des Hannoverschen 
Architekten- und Ligenieur-Vereins, Jahrgang 1870, S. 41 — 63 und 
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Jahrgang 1877, S. 51 — 62, femer die Abhandlung von Lodge, Philo- 
soph, magazine 1886, S. 453 — 458) der Trägheitsmomente durch Kreise, 
welche fQr die praktischen Anwendungen unzweifelhaft bequemer sin^ 
als die Ellipsen. Erst durch die hier entwickelte Darstellung wird die 
Lehre von den Trägheitsmomenten auf diejenige von den statischen 
Momenten zurückgeführt und dadurch für das Gebiet der graphischen 
Statik gewonnen." 

Mohr fährt dann damit fort, seine Zahlenrechnungen durch 
graphische Operationen zu ersetzen, letztere im Anschlufs an die 
Streckentheorie, wodurch er in der That Yereinfeu^hungen erzielt. 



E. Einige Eigenschaften und Anwendungen der Culmannsehen 

Trägheitsellipse. 

271) Geometrische Vorbemerkung. In Fig. 199 istg die Polare 
von Qy so dafs PQÄB harmonische Punkte sind. Nach Pythagoras 

ist r' = MQ- MP, also MQ = ^, 

eine Beziehung, die für r = 1 in die 

reciproke MQ = ^p übergeht. Macht 




man MQ^^ = — MQ = — j^, so hat 

man die entsprechende „negative Ab- 
bildung^', und wie Q der Pol zu q 
heilst, so heifst Q^ der Antipol zu q. 
Ebenso wie q Polare zu Q ist, ist q 
Antipolare zu Q^. 

Hat Q die Koordinaten Xq, y^, so 
ist die Gleichimg der Polaren q (vgl. Meth. Lehrbuch, 11), voraus- 
gesetzt, dafs M NuUpimkt des Koordinatensystems ist, 

[Ist letzteres nicht der Fall, sondern hat M die Koordinaten p und g, 
so ist die Gleichung von q 

(x —p) (x^—p) + (y — q) (Vo — q) = r^'] 

Ist M Nullpunkt, so sind die Koordinaten des Antipols x^ = 
— Xq und yi = — j/o • ^^^ Gleichung von q lautet in diesen Koor- 
dinaten 



.2 



oder 



^^1 + yyi = - 
^^1 + yyi + r^ = o. 



14* 
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272) Denkt man sich die Fig. 199 durch Parallelprojektion auf eine 
beliebige Ebene übertragen, so dafs sich der Kreis in eine Ellipse 
verwandelt, so bleiben die harmonischen Beziehungen bestehen, ebenso 
die reciproke Beziehung, die Gerade q aber wird parallel zu den 

Tangenten in den 
Fig 200 Endpunkten A und 

JßdesDurchmessers, 
so dafs es sich um 
konjugierte Rich- 
tungen handelt. 

Demnach sind 
inFig. 20:lP^^B 
harmonische Punk- 
te, die Parallele q zu 
den Tangenten in 
A und B ist die 
Polare von Q und 
zugleich die Anti- 
polare von Q^. Es ist MQ • HP = MA\ MQ, • MF = — MAK Sind 
femer Xq imd y^ die Koordinaten von Q^ so ist die Gleichimg von q 

'« • &« ~ ^ ' 

wo a imd b die Hauptachsen der Ellipse bedeuten. Sind dagegen 
x^ und y^ die Koordinaten von ^j, so hat die Antipolare q die Gleichung 

^ + -ftr + l— ^. 

273) Aufgabe. Den Antipol einer Geraden q zu bestimmen, 
welche die Ellipse nicht schneidet. 

Auflösung. Man ziehe (Fig. 
200) eine beliebige Sehne parallel 
zu q und verbinde ihren Halbie- 
rimgspunkt mit M, Dies giebt 
den konjugierten Durchmesser 
MP, Von P aus lege man Tan- 
genten an die Ellipse. Die Ver- 
bindimgslinie der Berühnmgs- 
punkte giebt den Schnittpunkt 
Q, Man mache MQ^^MQ, 
dann ist Q^ der Antipol. 

Schneidet die Gerade die 
Ellipse, so ist die Konstruktion noch etwas einfacher. (Fig. 201.) 
Es giebt noch zahlreiche andere Lösimgen. 
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274) Satz. Die Koordinaten des Antipols der Ordinaten- 
achse in Bezug auf die Centralellipse einer Fläche F be- 
stimmen sich mittels der Gleichungen 

T Trägheitsmoment 



^^~ M 



y 



M 



yi = 



xy 



M, 



statisches Moment 
Centrifugalmoment 

■»■■ ^■■■■M ■■!■ ■■ « 

statisches Moment 



Fig. 208. 



Beweis. In Fig. 202 sei S der Schwerpunkt der Fläche Fj seine 
Koordinaten seien q und j>; P sei der nach obiger Methode kon- 
struierte Antipol der Ordinaten- 
achse OF in Bezug auf die 
Centralellipse. Die Hauptachsen 
der letzteren bilden ein zweites 
Koordinatensystem 1 17. In diesem 
System habe P die Koordinaten 
§1 imd 7]^, im anderen x^ und y^. 
Die Gleichung der Antipolare 
Y ist dann in ersterem System 
nach Obigem 

Setzt man 1 = und dann 
r^ = 0, so findet man die Ab- 
schnitte 










Hat a die aus Fig. 202 ersichtliche Bedeutung^ so ist mit Hülfe der 
Schwerpimktskoordinaten 



S^=- 



P 



sina' 



SB = 



COS a 



Setzt man dies in die vorigen Gleichungen ein, so folgen die Ko- 
ordinaten des Antipols P als 

ii=~8ma, 1^1 = -cos«. 

Zwischen den Koordinaten x^^, y^ Ij und t]^ bestehen aber folgende 
Beziehimgen: 

^1 = |) + li sin a + 1^1 ^^^ ^ ) 
yi = 9' "h ii ^s a — 1^1 sin a , 
Einsetzimg der Werte von l^ und i^i giebt 
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, a' sin*« , 6" cos'a 



yi = Q + 



p * p ' 

a' sin a cos a 6' sin a cos a 



P P 

oder, wenn man gleichnamig macht und a* — 6* = e* setzt, 

p* + a* sin" a + &" cos* a 
pq -\- e' sin cc cos a 

yi = ^ 

Multipliziert man oben und unten mit F, so wird 

Fp^ + Fo' sin« g + F&« cos a 

^1 — Fp ' 

2^i?3 + Fe'^ sin « cos a 

Nach Abschnitt 133) ist die erste Gleichimg nichts anderes, als 
das eine im Satze Behauptete, denn Fa? sin^ a + Fh^ cos* a bedeutet 
das Trägheitsmoment für die durch Drehung imi a gewonnene Achse, 
und p^F ist der Verschiebungsteil, d. h. 

Fp^ + Fa^ sin« a + Ffc- cos* a = Fq^ 

ist das Trägheitsmoment der Fläche F in Bezug auf die Ordinaten- 
achse. 

275) Ebenso ist in der zweiten Gleichung Fpq der Verschiebungs- 
teil des Centrifugalmomentes, während nach Nr. 140 

Fe^ sin « cos a = F- sin 2 a = Fk^ 

das durch Drehung gewonnene Centrifugalmoment ist. 

Die Nenner in beiden Gleichungen bedeuten das statische 
Moment My. Es ist also in der That 

^1 ~ jf ^ y^~ M ' 

y y 

Demnach stimmt der Antipol überein mit dem Angriffs- 
punkte der Gentrifugalkraft der um die Ordinatenachse ge- 
drehten Fläche F, ebenso mit dem Angriffspunkte des seit- 
lichen Wasserdrucks gegen diese Fläche, vorausgesetzt, 
dafs die Ordinatenachse Wasserstandslinie ist, mit der 
Schwerpunktsprojektion des mittels einer durch OF gehen- 
den Ebene abgeschrägten Cylinders, und das Entsprechende 
gilt von allen andern physikalischen, mechanischen und ste- 
reometrischenProblemen, die früher besprochen worden sind. 
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Grapliisch laeaen sich also die entsprechenden Punkte mit Hülfe 
der Culmannschen Centralellipse sehr leicht bestimmen. 



276) Auch für den Zusammenhang zwischen der Culmannschen 
Centralellipse und den übrigen Culmannschen Trägheitsellipsen ist 
der Antipol von grundlegender Bedeutung, wie sich aus den folgenden 
Betrachtungen ergiebt. 

Satz. Die gemeinschaftlichen Tangenten zweier Cul- 
mannschen Trägheitaellipaen sind parallel zu ihrer Centrale. 

Beweis. Sind P, und P, die Mittelpunkte, und ist Fp* das 
Trägheitsmoment in Bezug auf die Achse F,Fi, Bo hat man auf der 
letzteren in P, bezw. P, ein Lot ff zu errichten und durch seinen 
Endpunkt eine Parallele zu legen, die sowohl Tangente der einen, 
als auch der andern Trägheitsellipse wird. Damit ist der Beweis 
geliefert. 

Dafs es sich nur um äuTserc Tangenten bandeln kann, ergiebt 
sich aus dem Parallelismus zur Centrale und erhärtet sich gelegentlich 
des folgenden Satzes. 

277) Säte. Die Polare des Flächenschwerpunktes in Bezug 
auf eine beliebige Trägheitsellipse ist zugleich die Anti- 
polare des Uittelpunktes dieser Ellipse in Bezug auf die 
Centralellipse. 




Beweis: In Fig. 203 ist die um 8 gelegte Centralellipse und die 
um einen beliebigen Punkt gelegte Trägheitsellipse dai^estellt. 
Die gemeinschaftlichen Tangenten sind nach Nr. 276 parallel zu OS. 
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Die in den Schnittpunkten i, H, K, J dieser Geraden mit den 
Ellipsen an die letzteren gelegten Tangenten sind sämtlich parallel 
(konjugierte Richtung zum Durchmesser OS), Die Gerade s, die 
Polare des Punktes S in Bezug auf die Ellipse 0, ist parallel zu den 
Tangenten, ebenso die zu OS konjugierten Halbmesser OE und SG. 
Der von diesen konjugierten Richtungen eingeschlossene spitze Winkel 
sei a, der senkrechte Abstand der gemeinschaftlichen Tangenten von? 
Durchmesser OS also 0£ • sina, während OH - Bma der Abstand der 
in H und J berührenden Tangenten von ist. 

Das Trägheitsmoment der Fläche F für die Achse OE ist, wie 
sich aus der Erklärung der Culmannschen Ellipse ergiebt, 

Fq'' = F {OH ' ^maf = T^, 

das in Bezug auf die Achse SG genommen ist ebenso 

T=F{SK-^ma)\ 

Nach dem Verschiebungssatze ist femer 

I\ = T + e^F, 
also hier 

F- {OH- sina)* = F {SK- sinaf + ^(05- sin«)^; 

denn OS • sin« ist die Verschiebungslänge von SG nach OE. Daraus 
folgt 

OH^ = SK^+ OS'. 

Nach den vorangegangenen Erläutenmgen besteht aber die reciproke 
Beziehimg 

0H^= OS'OF, 
also folgt 

SK^+ OS'^OS- OP, 
so dafs 

St? = OS {OP — OS) =OS'SP 
ist. 

Daraus aber folgt, dafs der Antipol von s in Bezug 
auf die Centralellipse ist. 

Damit ist der Satz bewiesen. Zugleich ergiebt sich aus 

OH^ = SE^+ OS', 

dafs 0H> OS ist. Der Schwerpunkt S wird also von jeder 
Culmannschen Trägheitsellipse umschlossen. 

Bemerknng. Kennt man mehrere Tnlgheitsellipsen und den 
Schwerpunkt, so kann man auch mehrere (doppelt so viel) Tangenten 
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der Centralellipse zeichnen. Es mufs demnach eine ganze Reihe 
von Konstruktionsaufgaben bestehen, z. B.: 

278) Aufgabe. Die Trägheitsellipse einer Fläche F für 
einen beliebigen Punkt sei gegeben, ebenso der Schwer- 
punkt S der 

Fläche; die Cen- Pig «w. 

tralellipse mit 
ihren Haupt- 
achsen soll kon- 
struiert werden. 

Auflösung. Die 
in Figur 204 um 
gelegte Ellipse sei 
die gegebene, 5, wel- 
ches nach Obigem 
innerhalb liegen 
mufs, sei der ge- 
gebene Schwer- 
punkt. Man ziehe 
OS imd die beiden 

parallelen Tangenten, konstruiere zu S die Polare s und bestimme 
SK = SL mittels der Gleichung (vgl. Nr. 277) 

SE} = SO'PS, 

Legt man durch K und L Parallele zur Polare, so erhält man ein 
Parallelogramm FGHJ. Diesem 
ist die Hauptellipse (die in den 
Halbierungspunkten die Seiten be- 
rührt) einzubeschreiben, was leicht 
zu bewerkstelligen ist. (Vgl. 
Method. Lehrbuch, H.) 

Es wird nun behauptet, die 
Hauptachsen würden durch 
Halbierung des Brennstrahl- 
winkels F^SF^ und seines 
Nebenwinkels der Lage nach 
gefunden. 

Beweis. Bildet die beliebige 
Achse OZ mit OF^ den Winkel a, 

so ist nach Nr. 133 der Radius des Trägheitsmomentes in Bezug auf 
diese Achse zu bestimmen aus 

8 8*8 I 8 8 

Q = Q^ sin a -f- Q^ cos a. 



Fig. 805. 
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Für eine Parallele durch S, die von um l entfernt sein mag^ ist 
demnach 

8 2 • 2 I 8 S 72 

Q = pj sm cc 4" (>i cos a — 6 , 

9 9 9 • 

oder, da q^ — Qi = ^ ist, 

2 2*2|2'2|2 2 72 

Q = Qj^ Sin a -\- e sm a + ()j cos a — t 
oder 

p* = ()j + ^ sin^ a — Z* = pj + (e sin a + Z) (c sin a — Z). 
Zieht man nun die Lote F^Q imd F^BVj so ist 

jP^ ^ = e sin a + ^ ^-^2 = ^ sin a — l, 
folglich 

Q^^V + F^QBF,, 

Sind nun ß und y die Winkel, die Z^ Q mit den Brennstrahlen p und q 
bildet, so ist 

BF^ = gsiny, Fj^Q=p9mß, 
also 

^* = 6* -|- pq sin /3 sin y 

oder 

^8 =: 6« + A-|)g [cos (/J — y) — cos (/J + y)]. 

Hier ist rechts alles konstant, mit Ausnahme der Differenz (ß — y). 
Ein Maximum tritt also ein, wenn ß — y = 0, folglich ist die 
Winkelhalbierende die Achse des Maximalmomentes, das Lot dazu die 
des Minimalmomentes. 

Damit ist die Behauptung bewiesen. Zugleich ist die Gröfse 
des Maximalradius durch 

pL = 6» - f cos(^ + y) = 6* - fcosiF.SF,) 

bestimmt. Der Minimalradius ergiebt sich für ß — y = 180®, also 
cos (ß — y) = — 1 , so dafs man erhält 

279) Satz. Die Achsen der Ebene, in Bezug auf die das 
Trägheitsmoment einer Fläche konstanten Wert hat, um- 
hüllen eine Schar confokaler Kegelschnitte, deren Brenn- 
punkte die beiden Fixpunkte sind. 

Beweis. Nach Nr. 145 war in Bezug auf eine Achse, die von 
den Fixpunkten die Entfernung p^ und p^ hatte, der Trägheitsradius q 
zu bestimmen aus der Gleichung 

Q^ = qI +PiPi' 
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Aus Figur 206 folgt femer 
SDl = j)' + DDl = ;)* + e' sin* «. 
AtUserdem war schon in Nr. 145 ge- 
zeigt, dafs, wenn SCi ^ e gesetzt wird, 

PiPi =p'~e* cos* a, 
also 

p* ==PiPi + e* co8*ß. 

Demnach ist 
Si^ = p,pj + eVo3*a + e'sin*« 

-=P,Ps + e' —JJiPj + pI — el. 
folglich unter Berücksichtigung der 



ersten Gleichung 

SDl = 9^—9 



— p' = SL^,. 




Ist nun p konstant, so ist auch 5D, konstant, d. h. KL liegt 
dann stets so, dafs die von C^ und C^ aus darauf gefällten Lote in die 
Peripherie des mit iSZ>, = 



KP — P» 
I S geschlagenen Kreises fallen. 
Dies ist aber eine bekannte 
Brennpunktseigenschaft der Ellipse 
und der Hyperbel. Ist SjD, > e, 
so schneidet KL die Gerade 
C,Ci aufserhalb der Strecke C^C,, 
und es handelt sich um eine 
Ellipse. Dabei ist p* — ej>e*, 
d. h. p* — Pj > pj — «l, demnach 
handelt es sich um den Fall p > ^j . 
Ist d^egen SD^ < e, so achneidet 
die Gerade KL zwischen (7^ und 
Cj, was auf den Fall der Hy- 
perbel führt. Dabei ist p^pj. 

Ist endlich SZ), = e, so ist 
p <= n, d. h. die Strahlen geben 
zwei Büschel durch C, und C^ , 
welches gewissermafsen die un- 
endlich Sache Ellipse C,Cj bezw. 
die unendlich flache Hyperbel (die von Oj nach 
— oo geht) umhüllt. 

Fig. 207 stellt die betreffende Doppelschar confokaler Kegel- 




- oo von C. nach 
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schnitte dar. Die eine Schar hat das Gesetz p + 2 = c, die andere 
das Gesetz p — 9 = 0^. 

280) [Dies ist eines der wichtigsten isothermischen Kurvensysteme. 
Nach Kap. VIII der Einfiihnmg in die Theorie der isogonalen Ver- 
wandtschaften wird die quadratische Einteilung erreicht, wenn in 



P + Q 



-H'+i)-' 



die Werte von r der geometrischen Reihe 



e^^ c±\ €±^'', e±3«, . . . 



folgen, während in 

2 = cos -ö- = Cj 

die d' der arithmetischen Reihe 

0, ±a, ±2«, +3«,... 

folgen. Das System entsteht mit Hülfe der Abbildung Z = ^{z -\ ) 

bezw. z = Z -\-yZ^ — 1 aus dem System der concentrischen Kreise 
imd Radien der je?-Ebene, aber auch mit Hülfe der Abbildung Z=cosz 
bezw. z = arc cos Z aus der Doppelschar der Horizontalen und Verti- 
kalen der ir-Ebene. Dabei ist zu beachten, dafs cos g = -g- ( e" + ~. | ist, 

was den Zusammenhang der beiden Abbildungsarten aufklärt. 

Die so definierten elliptischen Koordinaten geben zu zahlreichen 
geometrischen imd physikalischen Betrachtungen Anlals. Interessant 

ist, daJs bei der Abbildung Z = \ U -] — ) dem Kreisbüschel durch 

die Fixpunkte + 1 in der einen Ebene wiederum ein solches in der 
andern entspricht, nur dafs der Schnittwinkel zweier Individuen in 
der einen jedesmal doppelt so grofs ist, wie in der andern. Ein 
Teil der aus diesen Dingen hervorgehenden Folgerungen ist in 
Kapitel VIII der „Einführung^' behandelt.] 

281) Satz. Der geometrische Ort aller Punkte der Ebene, 
für welche die Hauptträgheitsachsen parallel sind, ist eine 
durch die Fixpunkte gehende gleichseitige Hyperbel, deren 
Mittelpunkt der Schwerpunkt ist und deren Asymptoten 
den beiden gegebenen Richtungen parallel sind. 

Beweis. Die Figur stelle die um S gelegte Centralellipse dar. 
Die Achsen | und rj sollen die gegebene konstante Richtung der 
zu untersuchenden Hauptachsen darstellen. Die Winkelhalbierenden X 
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und Y geben also die ^'» *"* 

Richtungen der Gleich- 
lieitsa(üiBen an, die eben- 
falls für alle zu unter- 
suchenden Punkte kon- 
stant sind. Diese letz- 
teren mögen mit der 
Hauptachse der Central- 
ellipse den Winkel a ein- 
schliefsen. 

Ist nun P ein Punkt 
des zu untersuchenden 
Ortes, so ist nach dem Ver- 
schiebungssatze und dem 
Drehuugssatze in Bezug 
auf die beiden Koordi- 
naten X und t/ fSr das Träg- 
heit8moment(Tgl.Xr.l33) 

el = el 8üi'« + pI cos*« + y, 

p* = pj cos c -f" Pi ^™ a -\- X . 

Da aber X und Y die Oleichheitsachsen sind, so sind die linken 
Seiten, folglich auch die rechten Seiten gleich. Es folgt also 




= cos tt (pj — qA — sin a (p, — p,l = e (cos i 



"'«) 



oder 
oder auch 



y' — x' = 
»-«» = e^c 



ä (180" — 2k). 



Demnach ist der geometrische Ort eine gleichseitige Hyperbel, die durch 
die Fixpunkte C^ und C^ geht, weil deren Koordinaten e cosa und e sina 
der Gleichung y* — «* =■ c* cos* « — e* sin* a genügen. Ihre Asymptoten 
aber haben die Richtung |, ij. Die Halbachse dieser Hyperbel ist 
gleich e YcoB (180" — 2a), der Scheitel liegt also auf der durch 

r* = e* cos (1800— 2ß) 
bestimmten Lemniskate. 



283) Das durch die Fixpunkte gehende Büschel gleichseitiger 
Hyperbeln giebt die geometrischen Orte fQr alle möglichen konstanten 
Richtungen Ton Hauptachsen au. Die Figur ist nichts anderes, als 
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Fig. 209. 




die Betrachtungen des vorigen Kapitels neue 
graphische Statik gefunden. 



die AbbUdung der 
nebenstehenden mit 
Hülfe der Funktion 

Z==")/^ wobei Cnach 
den Fixpunkten C^ 
und C2 transformiert 
wird. Das Strahlen- 
büschel durch Cgiebt 
das Hyperbelbüschel 
durch (7i und C,, 
der Fufspunktkreis 
durch und C 
giebt die Lemniskate 
durch 0, Ci imd C^. 

So haben denn 
Bedeutung für die 



Fig. 810. 



F. Ersatz der homogenen ebenen Fläche F durch 
drei Massenpunkte nach Beye. 

283) Soll eine Fläche F in mechanischer Hinsicht durch drei 
Massenpunkte m^, m^, m, ersetzt werden^ z. B. bezüglich der Drehung 
um irgend einen Punkt oder eine Gerade der Ebene, so muls zu- 
nächst sein 

1) m^ -\- m^ -\' m^ = F. 

Werden hierbei m^ und m^ willkürlich gewählt, so ist die dritte Masse 

durch mj = jP — (m^ + m^) bestimmt. 
Damit z. B. auch die Centrifugal- 
kräfte übereinstimmen, müssen die sta- 
tischen Momente der Fläche und des 
Punktsystems in Bezug auf willkürliche 
Koordinatenachsen identisch sein, so dafs 
auch die Schwerpunkte zusammenfallen. 
Um die Gleichungen möglichst einfach 
zu machen, kann man die Gerade m^ m^ zur 
F- Achse machen, das vom Schwerpunkte S 
auf diese Gerade gefällte Lot zur X-Achse. 
Dann mufs in Bezug auf die IT- Achse sein 

t»i Xi + w, x^ + f»3 0:3 = Fx^, 
m^ ^1 = Fx^ = Fp. 



A 



m^ 



«Dl. 



M 




aV-jt? 



m. 



oder, da x^nss x^ = 0, 
2) 
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In Bezug auf die X-Achse muTs sein 

3) mi yi + m, yg + m3 y, = F- y, = -P- = 0. 

Damit auch die Trägheitsmomente übereinstimmen^ so muTs für die 
gewählten Koordinatenachsen sein 

m^ xl +m^xl+ m^ xl = T 
oder, da a;, = = rcj ist, 

\md 

5) ^i vi + »»2 y« + ^i yl = ^x- 

Endlich ist noch Übereinstimmung der Centrifugalmomente erforderlich, 
d. h. es mufs sein 

^1 ^iyi + ^^2y% + ^ ^5 ys = ^^y, 

oder einfacher 

6) mi x^ y^ = M^^, 

Da die Anzahl der Unbekannten w^, iw^, mj, a?!, y^, x^^ y^j x^^, y, gröfser ist, 
als die der Gleichungen, so kann man die Gröfse und Lage der drei 
Massenpunkte nicht durch Rechnung bestimmen, sondern man darf 
drei Elemente willkürlich wählen und die übrigen sechs berechnen. 
An Stelle der Rechnung aber können geometrische Beziehungen treten, 
wie sie aus der Lehre vom geometrischen Orte bekannt sind. 

Zunächst ergiebt sich Folgendes: Aus Gleichung 2) und 4) folgt 
durch Division 

Ty Trägheitsmoment 

^ pF statisches Moment' 

aus 6) und 2) folgt 

^xy ^xy Centrifugalmoment 
^^ niiXi pF statisches Moment 

Nach Nr. 274 ist demnach m^ der Antipol der Koordinatenachsen in 
Bezug auf die Centralellipse der Fläche. Ist diese bekannt, so kann 
also die Lage von m^ nach Nr. 273 leicht konstruiert werden, sobald 
nur m^ und m^ festgelegt sind. 

Was von der Geraden m^ ni^ gilt, gilt auch von den Geraden 
m^ m^ und m^ m^. Also: . 

Die drei Id^assenpunkte müssen so liegen, dafs jeder von ihnen 
der Antipol für die Verbindungslinie der beiden andern in Bezug 
auf die Centralellipse von I ist. 
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Angenommen ; diese Aufgabe wäre gelöst^ dann findet sich die 
Gröfse der Massen aus den Gleichungen 

Fp 

»»1 = ^- ,»'» + »»$ = -f — »»1 , »s y« + »«s % = — «»i Vf 

Damit würde die Aufgabe überhaupt erledigt sein. 



284) Um weitere Gesichtspunkte aufzufinden^ denke man sich die 
Massen m^y m^ und m^ der Gröfse nach willkürlich gegeben \md nach 
Art der Figur 211 die Centralellipse in das System eingezeichnet^ wo- 
bei zunächst nur darauf Rücksicht zu nehmen ist^ dafs x^ als Antipol 
der Koordinatenachsen erscheint. 

In Nr. 274 war nun 



also 



ü* + a* sin" a + 6* cos' a , 

^t = ^^-^ — j^ p + 



a\ ^ ^^ a'sin'a j^ 6* cos*« 

p ' |}' "^ p* ^ 



o*8in*a . fe*co8*a 



+ 



oder, da nach Gleichung 2) 



^ = -^, also ^-1 



Fig. 211. 



= -:?l — 1 = ^—^h 



»H 



m^ 




ist, 

F — m, a' sin' a ^^ &• cos* a 



m. 



Dort war femer 



a' 



li=-sina, ri^^jcosa, 
so dafs man hat 



F—m, 



m. 






Demnach ist der geo- 
metrische Ort von Wj eine 
Ellipse mit dem Mittelpunkte 
S, die der Centralellipse 
ähnlich ist und ähnlich zu ihr liegt. Ihre Achsen sind von der Länge 

Ebenso ist es mit den andern Massenpunkten. Also: 
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Denkt man sich m^, m^ (und dadurch Wg) der Gröfse 
nach gewählt, so sind die drei Punkte in ihrer Lage auf 
drei Ellipsen mit dem Mittelpunkte S beschränkt, die ähn- 
lich und ähnlich liegend zur Centralellipse sind und folgende 
Gleichungen haben: 

!i _!_ ^ = ^-'^1 M -L ^ = ^"^8 



«2 /,2 m 



8 



285) Einen von den Punkten darf man auf der ihm entsprechenden 
Ellipse willkürlich legen. Die Lage der andern ergiebt sich dann 
aus Folgendem: 

Es wird sich zeigen, dafs das von den Punkten gebildete Dreieck 
einen konstanten Inhalt haben mufs. 

Nach Gleichung 1) imd 5) ist nämlich 

fr^ + m^ = F— nii , 

^2^2 + ^hvl = ^x — ^^iVl y 
folglich durch Multiplikation 

m\y\ + m^nn {y\ + V^ + ^^Ivl = T^{F - mj — Frn^y] + m\y\ . 
Da nach Gleichung 3) 

'^y^ + '^Vz = — ♦»1^1 
und durch Quadrierung 

m^y- + 2m^m^y^y^ + mlyl = m\y\ 

ist, 80 ergiebt sich durch Subtraktion 

Multipliziert man beiderseits mit m^x\ , so folgt 

m^m^rn^ (y^ — y^f a:J = (F— mj m^a^jT — Fmlx\yl . 
Nun ist der Inhalt des von den drei Punkten gebildeten Dreiecks 

^= 2 (y* — ys)xi, 

folglich 

=^{F- »., ) m,x\ T, - Ffn\x\y\ . 

HolzmOller, Ingenieur - Mathematik. I. 16 
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Da nach Gleichung 6) 



m,x,y^ = M^ 



xy 



und, wenn T das Trägheitsmoment von F in Bezug auf die senk- 
rechte Schwerpunktsachse bedeutet, 

ist, so folgt 

^J'm^m^m, = (F - mj (T + F/) T - FJ<, 
oder 

Setzt man wieder wja;j = F^'p und w^ (T + F^) = f^l^\ ein, 
so wird der dritte Posten gleich Null, und es bleibt stehen 

128 \«ir ary// 



woraus folgt 






Nach dem Yerschiebungssatze für das Centrifugalmoment ist dieses 
fiir die X-Achse imd die durch S gelegte Senkrechte ebenso grofs, 
wie M , so dafs man schreiben kann 



X» xy 

Nach Nr. 152 ist dann 



2 mm .2i.2 t:i2 

JXL 

oder 



jtf ^ =T T — arvr 

xa X - 



T T —M^ = a*h*F*. 

X M xa 



Dies in die obige Gleichung eingesetzt giebt 

4^2 ÜV^JÜB = «2J2 J^2 



so dafs 



2 r 1 



F^ 



Damit ist nachgewiesen, dafs das von den Massenpunkten 
gebildete Dreieck nicht von der Lage der Punkte auf 
den drei Ellipsen abhängig ist, sondern einen konstanten 
Inhalt hat. Hat man eins von diesen Dreiecken, so kann man 
unendlich viele andere leicht konstruieren. Sind nämlich r^, r^, r^ die 
Radien von drei concentrischen Kreisen, auf deren Umfangen die Ecken 
eines Dreiecks ABC liegen, so berührt jede Seite einen concen- 
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trischen Kreia a, ß, y. Beginnt ^'s *^* 

man das Tangentenziehen an einer 
andern Stelle Ä^ des ersten Kreises, 
so schliefst die Figur stets und 
erhält konstanten Inhalt. 

Durch Parallelprojektion ent- 
steht eine Figur aus con- 
centriscben und ähnlichen Ellipsen. 
Auch bei diesen schliefst die 
Tangentenkonstrufetion stets und 
giebt ebenfalls flächengleiche Drei- 
ecke. Daraus ergeben sich un- 
endlich viele mögliche Lagen der 
drei Punkte. 

286J Aoffeabe. Eine Flache F durch drei mit gleicher 
Masse belegte Punkte zu ersetzen. 

AoflSaang, Jede der Massen ist gleich -j zu setzen. 

Die drei oben besprochenen Ellipsen fallen in eine einzige 
zusammen, deren Gleichung wird 




V 



-|- 1,1-= 



(.ys)*- 



■{bvwy 



= 1. 



Ihre Achsen sind also das y^-fache von den Achsen der Gentral- 
ellipse. 

Da.s von den drei Maasenpunkten gebildete Dreieck erhält den 
Inhalt 



'=^]A 



^n 



Dies ist aber, wie leicht gezeigt werden kann, der Inhalt der 
gröfsten Dreiecke, die sich überhaupt einer Ellipse einbeschreiben 
lassen. 

Das gröfste aller Dreiecke, die dem Kreise einbeschrieben werden 
können, ist, wie leicht bewiesen werden kann, das gleichseitige. Sein 
Inhalt ist "-y^ 

Er verlült sich zum Kreisinhalte, wie 
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-j-VS : r^TC oder wie -r— : 1- 

Alle diese Dreiecke sind einem Kreise vom Radius ~ umbeschrieben. 

Durch Parallelprojektion folgt, dafe dasselbe Verhältnis zwischen 
den gröfsten Dreiecken der EUipse und ihrem Inhalte stattfindet, 
dafs also 



^:a,\n = -^\ 1, 



also 

ist. Hier aber war 

also 

es ist also 



z/ = 



4 



ai = a)/2, fci = &)/2, 
a^\ = 2aby 



^=^-aby*d. 



hVJ 



Damit ist die obige Behauptung bewiesen. AUe diese Dreiecke sind 
aber einer ähnlichen Ellipse halben Mafsstabes umbeschrieben. 

In Fig. 213 sei die mittlere 
Fig 218 Ellipse die Centralellipse der 

Fläche F mit den Halb- 
achsen a und fc; die gröfste 
Ellipse habe die Halbachsen 

a]/2 und fc]/2, die kleinste 

die Halbachsen ayj ^^^ 

b y Y • Um die kleinste 

Ellipse lassen sich unend- 
lich viele Tangentendreiecke 
legen, die ihre Ecken auf 
der gröfsten Ellipse haben. 
Bringt man in den Ecken 

TT» 

eines beliebigen dieser Dreiecke Massen von der Gröfse — an, so 
können diese Massen die Fläche F in mechanischer Hinsicht ersetzen. 




287) Der Hauptvorteil der Reyeschen Methode beruht darin, 
dafs man die statischen und die Trägheitsmomente einer Figur för 
beliebige Achsen sofort hinschreiben kann, sobald maii eins der 
Punktdreiecke kennt. Sind nämlich Xi, oc^, x^ die Entfernungen der 
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Punkte von der Achse, so ist das gesuchte T^ = m^x^-\-m^xl'\-m^xl, 
dagegen ist 31 = m^x^ + nt^oc^ + ^3^3, also z. B. 



^y *^i^i + ^^2^2 + ^^z 



Dasselbe kann in Bezug auf jede Senkrechte zu jener Achse gemacht 
werden, wodurch man Ty erhält, so dafs man auch Tp ableiten kann. 
Femer wird Mxy = 'nt^^^y-^ + '^^tVt + ^h^sVsy woraus sich z. B. 



r. 



und 



entwickeln läfst. 



M M 

xy xy 

Endlich lassen sich durch Parallelprojektion (Collineation) Schlüsse 
auf andere Figuren ziehen. Kennt man die Centralellipse, so sind 
auch die beiden andern Ellipsen bekannt und alle Berechnungen 
kommen auf die eines Punktdreiecks hinaus. 

Einige Beispiele werden dies erläutern. 

F 
288) Das Dreieck. Sollen die Punkte gleiche Massen — haben, 

so muTs für den Fall, dafs die Verbindungslinie m^m.^ der Basis 
parallel sein soll, SA : SB =1:2 
sein. Es folgt also 



Fig. 214. 



18 



oder 



also 



-^ 18' 



^>«i2 



y = Ä; 2y = ^, 




d. h. der untere Punkt fällt in die Grundlinie, -die beiden andern in 

die Verbindungslinie der Halbierungspunkte. Für das gleichseitige 

Dreieck also ist das Fufs- 

punktdreieck der Höhen, für ^^^ *^'' 

jedes beliebige Dreieck durch 

Parallelprojektion das Fufs- 

punktdreieck der Mittellinien 

eins der gesuchten. Von der 

äufseren Ellipse hat man, 

da SG=GD, SH=SE, 

SJ=SF sein mufs, sechs 

Punkte. Diese Ellipse aber 

ist identisch mit der in 

Z), E, F berührenden. Dies konnte auch durch Projektion aus dem 

Falle des gleichseitigen Dreiecks geschlossen werden, wo es sich um 
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den In-Kreis handelt. Die Verkleinerung auf yj und y des Mafs 

Stabes giebt die Centralellipse und die einbeschriebene Ellipse für 
sämtliche möglichen Punktdreiecke. Die Richtungen der Hauptachsen 

sind mit Hülfe eines 
***» *^^ Kreises um S, der in 

symmetrisch liegenden 
Punkten schneidet^ be- 
quem zu bestimmen. 

289)DasRechteck. 
Die Ellipse der Punkt- 
dreiecke für gleiche 
Massen hat die Mittel- 
linien zur Symmetrie- 
achse. Demnach müssen 
zwei der Dreiecke sym- 
metrisch, wie Wj, mg, m^ liegen, wobei SB= 2 AS sein mufs. Es 
folgt für die X-Achse 




Tx = öy' + ^y* + tO' = -TT = 



12 



12 



also 



\f= 



12 



y 



= AT/I = 



2>/2 



Für die y-Achse folgt 



Ty = ^^x' + ^^x' + ^(2xy = 2Fx' = ^^ 



also 



daher 



„2 t' 



12 



F6« 

12 ' 



= — = _^_ 2 = — 

y2i 2|/6^' |/6^ 

Durch Symmetrie gegen die beiden Achsen findet man drei neue 
Punkte der Ellipse, die also bestimmt ist. Die eine Halbachse ist 

a, = 2x = —rr, die andere bestimmt sich, wenn man Vorkenntnisse 

nicht voraussetzt, aus dem Punkte w^, dessen Koordinaten der Ellipsen- 
gleichung genügen müssen, also aus 



\Vw 



a: 



+ 



w ^1 



oder 
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oder 



also 



8& 






^ = 1, d.h. b,=hV^-. 



Die Halbachsen verhalten sich also wie h und h, was nach 
Nr. 135 selbstverständlich war. 

Fig. 217. 

290) Für das 
Parallelogramm er- 
geben sich die drei 
Ellipsen durch Pa- 
rallelprojektion der 
Figur 216. Ihre 
konjugierten Halb- 
achsen bestimmen 

sich als — — und — =• 

drei Ellipsen sind ähnlich der einbeschriebenen Hauptellipse des 
Parallelogramms. 




Eins der Pimktdreiecke ist eingezeichnet. Die 



291) Kreis. Aus 

2 



Fig. 818. 



folgt y 

Aus 



= rVT- 



;-Fx« + ?(2^)^ = ^ 




folgt 

Die drei Punkte bilden einen Kreis mit 

Radius a^ = r y\- * Die beiden andern Kreise sind leicht einzuzeichnen, 

292) Ellipse. Durch Projektion folgt aus dem Vorigen SA = a v\ , 

für m^ folgt der Abstand a Vy , für m^ imd m^ der Abstand + h y^ - 
Nun mufs m^ der Ellipsengleichung genügen, d. h. es mufs sein 



(«n)^ 



+ 
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Pig. 219. 




d. h. 



oder 



1 + ^*=1 



3¥ 



8 5 



2 



S 
4 



Es folgt fci = 6"|/J. Die beiden 

Ellipsen sind also ähnlich , die 
andern Ellipsen sind leicht ein- 
zuzeichnen. 

In ähnlicher Weise kann man mit andern Gestalten fortfahren. 
Zahlreiche weitere Beispiele lassen sich aus den früheren Resul- 
taten entnehmen. Im übrigen sei auf die Reyeschen Abhandlungen 
in der Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, Band 10, Seite 433 
und in der Zeitschrift deutscher Ingenieure, Band 19, Seite 401 ver- 
wiesen. Hier handelte es sich nur darum, die Möglichkeit des Er- 
satzes durch drei Punkte nachzuweisen. 

293) Schlufsbemerkung zu den graphischen Methoden. 
Von den graphischen Methoden, deren Wichtigkeit in höherem Grade 
auf dem Gebiete des Bauwesens, als auf dem des Maschinenbaues liegt, 
ist bisher noch keine zur imbestrittenen Alleinherrschaft gelangt. 
Aus diesem Grunde mufsten die bekannter gewordenen hier sämtlich 
zur Sprache kommen. Welche von ihnen sich einen dauernden Platz 
auf dem Unterrichtsgebiete imd in der Praxis sichern wird, das mufs 
die Zukunft lehren. Wie auf andern mathematischen Gebieten, so 
scheint es auch hier das Richtige zu sein, jede Methode an der 
Stelle anzuwenden, wo gerade sie am schnellsten und einfachsten 
zum Ziele führt. Es gab eine Zeit, wo die graphische Statik etwas 
überschätzt wurde. Uns sind hervorragende Lehrer des Maschinen- 
baues bekannt, die sie so zu sagen gar nicht anwenden. Eine Reihe 
von Errungenschaften der graphischen Statik ist zwar von hohem 
theoretischen, aber von geringerem praktischen Werte. Einen Vorzug 
besitzt sie: anschaulicher zu sein, als der abstrakte Funktionsbegriff 
oder die Integralformel. Wo es sich nicht um allzugrofse Genauigkeit 
handelt, und wo Übung im Gebrauche des Polarplanimeters und 
sonstiger mechanischer Integratoren*) vorhanden ist, scheint sie am 
ersten am Platze zu sein. Der Blick dafür, welche besondere Methode 
in den einzelnen FäUen am besten zu gebrauchen ist, schärft sich 
durch den praktischen Gebrauch. An eine vollständige Verdrängung 
der rechnenden Methoden ist nicht zu denken. 

*) Das sonst gebräuchliche Wort ^.Integraph^^ ist als sprachliche Mifsbildung 
zu vermeiden, da integer und yQatpm in der Zusanunensetzung etwas ganz anderes 
ergeben würden. 



Abschnitt VIII. 

Schwerpunkte nnd statische Momente 

homogener Körper. 



294) Bei den Flächen zerfielen die Momente jeder Ordnung in 
zwei Gruppen, polare und axiale Momente. Bei den Körpern dagegen 
sind drei Gruppen zu unterscheiden, denn je nachdem die Abstände 
der Körperteilchen auf einen Punkt oder Pol, auf eine geradlinige 
Achse, auf eine Ebene bezogen werden, handelt es sich um polare, 
axiale und Plan-Momente. 

Am Beispiele der Halbkugel mögen die entsprechenden Momente 
erster Ordnung erläutert werden. 

Teilt man die Wölbung mittelst zweier Scharen von Meridianen 
und Parallelkreisen in kleine „Quadrate" ein und verbindet man 
deren Eckpunkte mit dem Kugelmittelpunkte, so ist die Halbkugel 
in ein System von Pyramiden eingeteilt. Der Schwerpunkt jeder 

Pyramide hat von dem Mittelpunkte die Entfernung ^-r. Demnach 

Q 

ist ^r der mittlere Abstand aller Punkte der Halbkugel vom 

Kugelmittelpunkte, und -4 ^ • y t" ä = ö" ist das Polarmoment 

erster Ordnung in Bezug auf den Mittelpunkt. 

Teilt man, wie es in Fig. 54 angedeutet ist, die Halbkugel in 
unendlich viele Meridiankeile ein, so liegen die Schwerpunkte derselben 

nach Nr. 50) auf einem Kreise vom Radius Tg^- Demnach ist 
— r der mittlere Abstand der Halbkugelpunkte von dem als 

Achse gewählten Durchmesser, und — r * j r^x = ^- ist das 

Axialmoment erster Ordnung in Bezug auf diese Achse. 

Der Schwerpunkt der Halbkugel liegt in der Entfernung ^ r von 

der Grundfläche. Demnach ist ^r der mittlere Abstand der 

Halbkugelpunkte von der Grundfläche und — r • ^ r^Ä = -- 
ist das Planmoment erster Ordnung in Bezug auf jene Ebene. 
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Ist eine Unterscheidung nötig, so ' kann das Polarmoment mit 
Mpy das Axialmoment mit Ma, das Planmoment, weil es auf eine 
Fläche bezogen ist, mit M/ bezeichnet werden. 

Das vorliegende Kapitel beschäftigt sich nur mit den Momenten 
erster Ordnung, und zwar besonders mit den Planmomenten, die 
mit der Lehre vom Schwerpunkt zusammenhängen. Die Momente 
zweiter Ordnung kommen im nächsten Abschnitte zur Sprache. 

295) Der Schwerpunkt eines Systems homogener Massen- 
punkte. 

In der Mechanik wird der Schwerpunkt definiert als der Angriffs- 
punkt eines Systems paralleler Kräfte, wobei die Richtung 




dieser Kräfte gleichgültig ist. Angenommen wird, dafs in den einzelnen 
Punkten gleichviel Masse angebracht sei, dafs alle Punkte gleich 
schwer seien. Dann läfst sich beweisen, dafs der Schwerpunkt 
der Punkt mittleren Abstandes von jeder beliebigen Ebene ist. 

Beweis: Man denke sich die gegebenen Massenpunkte A^ B, (7, D 
durch die Lote Cj, 62,^*^,64 mit der gegebenen Ebene PQRS starr 
verbunden, die Ebene denke man sich senkrecht auf eine andere ge- 
stellt und die in jedem Punkte wirkende Schwerkraft als die Kraft- 
einheit angenommen. 

Der Hebelarm jeder Kraft in Bezug auf die Achse PQy um 
die sich die belastete Ebene mit den Punkten drehen will, wird 
gefunden, indem man von ihr aus auf jede Kraftlinie ein Lot fallt. 
Diese Lote erhalten die Längen der Abstände ^i, c^, ej, 64. Die stati- 
schen Momente werden e^ • 1, c, • 1, 63 • 1 und e^'l. Denkt man sich 
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im Schwerpunkte 5^, dem AngriflFspunkte der Resultante, die Kraft 4 
angebracht, und ist e, die Entfernung des Schwerpunktes von der 
Ebene, so ist das statische Moment der Resultante gleich e, • 4. Dieses 
Moment mufs gleich der Summe der Einzelmomente sein, also wird 

und daher 

e^ + e , -f ^a + «4 
e, = ^ 

Ebenso wird für den Schwerpunkt von n Punkten geftmden 



es = 



n 



Der Schwerpunkt ist also der Punkt mittleren Abstandes 
von jeder beliebigen Ebene. 

296) Bekanntlich kann er folgendermafsen gefunden werden: 
Man halbiere AB, verbinde den Halbierungspunkt S2 mit C und 

schneide von der Verbindungslinie den dritten Teil S^S^ ab. Man 
verbinde A3 mit D und schneide auf &,Z) den vierten Teil S^S^ ab, 
dann ist S^ der Schwerpunkt .der vier Massenpunkte u. s. w. 

Beweis: Die Kräfte in A und B kann man ersetzen durch die 
in S2 wirkende Resultante 2. Am Hebel S2 C wirkt in S^ die Kraft 2, 
in C die K^raft 1, beide können ersetzt werden durch die in S^ 
wirkende Resultante 3. Am Hebel S^D wirkt in 8^ die Kraft 3, in 
D die Kraft 1, beide können ersetzt werden durch die in S^ wirkende 
Resultante 4 u. s. w. 

297) Bemerkungen. Diese Konstruktion ist erstens unab- 
hängig von der Richtung der Parallelkräfte, der obige Satz 
gilt also von jeder beliebigen Ebene. Zweitens ist sie unab- 
hängig von der Reihenfolge der Punkte. Man kann daraus 
geometrische Schlüsse ziehen. 

Für drei Punkte folgt, dafs die drei Mittellinien des Dreiecks 
einander in einem Punkte schneiden, der von jeder den dritten Teil 
abschneidet. 

Für vier Punkte folgt, dafs die vier Mittellinien des Tetraeders sich 
in einem Punkte schneiden, der von jeder den vierten Teil abschneidet. 

Diese Art, geometrische Sätze mit Hülfe der Lehre vom Schwer- 
punkte zu finden, bezeichnet man als den barycentrischen Kalkül. 
Im Methodischen Lehrbuche, Band H, sind z. B. die Sätze von Ceva 
und Menelaos so bewiesen worden. Die Formel für e, wird dort 
in der Koordinatenlehre abgeleitet. Die Guldinschen Regeln, die 
Sätze über abgeschrägte Prismen und über die Schwerpunkte von 
Drehungskörpem bezw. ihrer Sektoren, gehören hierher. 
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Fig. 221. 



298) DaXs der so gefundene Schwerpunkt der Punkt mittleren 
Abstandes ist^ lafst sich auch rein geometrisch beweisen. 

GeometriBOher Beweis. In Fig. 1 ist das Lot SiSi=^ ~ T 

als mittlere Höhe des Trapezes A^ABB^. Das dortige Trapez 
G^CS^S% ist in Fig. 2 besonders gezeichnet und durch S^ die Parallele 

KL zur Grundlinie gelegt. Wegen des 
Teilungsverhältnisses 1 : 2 der Linie S^ C ist 

Oj iL = 2 LCy 

d. h. 

fsi^ - Ä = A - e, 

oder 

Cj + ^ ~" 2 Ä = 2 Ä — Cj, 
also 



*? 




f.-^e 



-y; 



c 



Ebenso ist das nächstfolgende Trapez 
zu behandeln, in dem S^K = SLD wird 
u. 8. w. 



299) Die rein geometrische Definition des Schwerpunktes ist also 
folgende: Der Schwerpunkt eines Systems homogener Massen- 
punkte ist der Punkt mittleren Abstandes von jeder be- 
liebigen Ebene. 

Mit Hülfe dreier nicht paralleler Ebenen, z. B. der drei Koordinaten- 
ebenen, kann er bestimmt werden. 

Sind die Raumkoordinaten der n Punkte x^y y^, ^i ; ^2 ? 2^2 ; ^2 5 ^3 ? Vs ; ^s 5 
"X ,y , jgf , so sind die Schwerpunktskoordinaten 



X = 



Xj + a:, + ar, H [- x^ 



n 



^s = 



ys = 



^1 + ^1 4- ^8 H h ^, 



2/1 + yi 4- y« H h ?/, 



n 



n 



Sind in den einzelnen Punkten die Massen w^, //ig, i>^, • • • m^ an- 
gebracht, so sind die Schwerpunktskoordinaten, wie sich ganz ebenso 
zeigen läfst, 



^,= 



y,= 



^s = 



n n 



^1+^*4-^ + - 



Wlj + »^*i + Ws -f • 






3f 



m 



3f 



y 



,nj + m, 4. w, + . . + m_ 



I?» 



itf. 



m 
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WO M^, M , Jtf die Planmomente des Systems für die Ebenen TZ, 
ZX and XY sind und m die Uesamhnasse bedeutet. 



yi>li Die gefundenen Formeln sind uUerdings nur für eine endJiulie 
Anzahl von Massenpiin bt*n abgeleitet worden; da aber die Zahl der- 
selben beliebig grol's angenommen werden darf, lälst man die Beweise 
auch für unendlich viele Punkte gelten. Jede Linie, jede Fläche und 
jeder Körper kauii als aus unendlich vielen ,J'unkteH" bestehend an 
geuomnien werden, und so bleibt der Schwerjiunkt auch für solche 
Gebilde der Punkt mittleren Abstandes In Bezug auf jede beliebige 
Ebene, nur mufs die Anordnung der Punkte als eine homogene an 
genommen werde». Dies entspricht der in der Mechanik gebräuchlichen 
Annahme, dafs der Körper Überall gleich dicht sei, dafs er überall 
, dasselbe spezifische Uewicht habe. 



301) AUgemeüie Sätze. Besitzt ein Körper eine Sjm- 
metrieebene, so geht diese durch den Schwerpunkt; besitzt 
er zwei Symmetrieebenen, so geht ihre Schnittlinie durch 
den Schwerpunkt; besitzt er drei Symmetrieebenen, die nicht 
durch dieselbe Gerade gelegt tiind, so schneiden sich die 
drei Schnittlinien im Schwerpunkte. Sind mehr als drei 
Symmetrieebenen vorhanden, ao gehen sämmtliehe Schnitt- 
linien derselben durch den Schwerpunkt. Der Schwerpunkt 
regelniäfsigor Körper fällt daher mit dem Mittelpunkte zu- 
sammen. 

Stimmen die Querschnitte zweier Körper im Sinne des 
Cavatieriachen Prinzips überein, so liegen ihre Schwerpunkte 
in derselben Höhe. An. Stelle der Gleichheit der zusammen- 
gehörigen Querschnitte kann auch ein konstantes Ver- 
hältnis der Flächeninhalte treten. Der Beweis für den ersten 
Fall liegt darin, dafs je zwei zusammengehörige Querschnitte in Bezug 
auf die Grundfläche gleiche statische Momente haben. Demnach 
stimmen auch die Momentsuminen überein. Bei beiden Körpern wird 

*3f »tatiBuliCB Moment „ . u j !.■ li ■ -. 

, = = 1^ H" rintsprecnendes geschieht im zweiten 

FaUe. 

Die oben gegebenen Formeln bleiben auch dann richtig, wenn 
die Ebene, auf welche die Abstände bezogen sind, den Körper 
schneidet. Dabei sind die auf der einen Seite betindliehen Abstände 
als positJT, die andern als negativ einzurechnen. Geht die Ebene 
, duroh den Schwerpunkt des Körpers, su ist der mittlere Abstand 
gleich Null. 
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Für zahlreiche Körper ergiet)t sich die SchwerpunktsUge durch 
einfache Betrachtungen, die hier unterbleiben können; Mr viele andere 
ist sie in den früheren Kapiteln bestimmt worden. Hier soll eine 
Zusammenstellung des Wichtigsten gegeben werden. 

302) Körper von der Ordnung Null. Bei senkrechten 
und schrägen Prismen und Cylindern liegt der Schwerpunkt im 
Halbierungspunkte der Mittellinie, d. h. der Verbindungslinie der 
Schwerpunkte der beiden parallelen Grundflächen. 

Solche Körper werden als solche von der Ordnung Null be- 
zeichnet, weil der Querschnitt von der Form 5=0 = a^ ist Alle 
früher behandelten ebenen Flächen, deren Schwerpunkte bestimmt 
worden sind, geben zu entsprechenden tjbungsbeispielen Anlafs. 

303) Körper erster Ordnung, deren Querschnitt von der 
Form q = 6y' ist, sind z. B. der Dreieckskörper, das Drehungs- 
paraboloid, das elliptische Paraboloid, parabolisch begrenzte 




Körper, deren Querschnitte ähnliche Vielecke sind, z. B. 
Quadrate, regelmäfsige Sechsecke und dei^I. Die letzteren Körper 
können bei umgekehrter Aufstellung als parabolische Gewölbe 
aufgefsTst werden. 

Weil bei dem ersten dieser Körper der Schwerpunkt in der 
Höhe I h liegt, liegt er bei sämtlichen in dieser Höhe. Dies gilt 
auch dann, wenn, wie in Fig. 223, die Schwerpunkte der Querschnitte 
auf schiefer Achse angeordnet sind. 

304) Stumpfe der Körper erster Ordnung. Diese Stumpfe 
sind in Fig. 3 mit angedeutet worden. Der Schwerpunkt des ersten 
läfst sich mit Hülfe der Trapezfomiel berechnen. Ist G^ die kleinere. 
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G2 die gröfsere Grundfläche und ist *'**f ^^^ 

h die Höhe des Stumpfes, so folgt 
nach Nr. 4 als Schwerpunktshöhe 

h — ^ (^1 + 2 Cr,) 
8 (G, + G,) ' 

Dies gilt nach Cavalieri überhaupt 
von den Körpern dieser Art. 

305) Eine zweite Berechnungs- 
methode ergiebt sich nach Nr. 164 
folgendermafsen : 

Ist, von der gemeinschaftlichen 
Grundebene der Fig. 222 aus gerech- 
net, hl die kleinere, h^ die gröfsere Höhe, so ist bei Querschnittsformel 
q=hy die Schwerpunktshöhe 




« J 



bhl 


bh\ 


S 


3 


bhl 


bhl 



8 *a 



8 



-K 



S 1.2 



-Ä 



2' 



2 



was noch mit Aj — h^ gekürzt werden könnte. 



306) Körper zweiter Ordnung, deren Querschnitt von der 
Form q = cy* ist, sind z. B. die Pyramiden und die Kegel 

Fig. 224. 




von beliebiger Grundfläche, aufserdem der in Fig. 224 dargestellte 
parabolische Cylinder. Bei sämtlichen liegt der Schwerpunkt in 

der Höhe -h. Dies folgt nach Nr. 164 aus der Formel 
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CÄ* 


h = 


M 
J 




4 

7ä 

3 



_ :^ _ ^ 1 1^ 

~ J ~ ch ~ 4^"^^ 

3 

läfst sich aber auch für die Pyramide 
durch eine geometrische Betrachtung 
nachweisen und gilt dann nach Gavalieri 
für die sämtlichen Körper dieser Gruppe. 
Alle Schichten der in Fig. 225 dar- 
gestellten Pyramide haben nämlich die 
Schwerpunkte in der Mittellinie DS^j in 
dieser mufs also der Schwerpunkt liegen. 
Dasselbe gilt von der Mittellinie AS^. 
Die Dreiecke ASD und S^SS^ sind 

ähnlich und ihr Mafsstabverhältnis ist 3 : 1, folglich ist S^S = jSD^ 
folglich S^S = -^ S^D und daher bei dieser AufsteUimg A, = -h. 

An Stelle der in Figur 224 dargestellten Körper können auch 
solche mit schiefen Mittellinien (bezw. schiefen Seitenflächen) treten. 



Fig. 8S6. 



307) Anwendung auf den Kugelsektor. Wie bei der Be- 
rechnungsmethode der Kalotte denke man sich den Sektor in lauter 
Pyramiden zerlegt, die ihre unendlich kleine Basis in der Kalotte 

haben, deren Spitze aber in M liegt. 
Alle diese Pyramiden haben ihre 
Schwerpunkte in der Entfernung • r 
von M. Die Schwerpunkte bilden 
also selbst eine Kalotte, die der ge- 
gebenen ähnlich ist. Der Schwerpunkt 
des Sektors stimmt überein mit dem 
der neuen Kalotte. Zur Hülfskugel 
gehört ein umbeschriebener senk- 
rechter Cylinder. Jede Horizontal- 
schicht seiner Mantels ist von der 
Fläche 2r3rÄi, und ebenso grofs ist jede Schicht der Kalotte. Weil 
nun der Mantel des Hülfscylinders seinen Schwerpunkt in halber Höhe 
hat, so hat auch die Hülfskalotte den ihren in halber Höhe. In 
Fig. 22G hat man also nur D^C^ zu halbieren, um S zu finden. 

Nun ist aus Ahnlichkeitgründen MD^ = ^ MD = - (r — ä), wo 
h die Pfeilhöhe der Kalotte ist, alsoi)iCi= ^ r — - (r — h)= ~Ä, folglich 




folglich 



D,8=\I),C, 



1 



{'*= Vh 
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MS = l (r - h) -f }Ä = I [2r - 2A + h] = | (2r-h). 

Anwendung auf die Halbkugel. Für h = r geht der Sektor 

in die Halbkugel über, für diese folgt also MS = l (ßr — r)= -^-r. 

Die Wiederholung der vorigen Berechnungsart fällt für diese ganz 
einfach aus. 



Fig. S27. 



308) Stumpfe der Körper zweiter Ordnung. Einige solche 
sind in Fig. 224 angedeutet. Kann man die 
Berechnung för den Kegelstumpf durchführen, 
so ist sie für alle andern Formen erledigt. 

In Fig. 227 seien die Radien r und q^ 
die Stumpfhöhe h. Der ergänzte Kegel hat 

hr 

die Höhe y = , wie eine einfache Be- 

trachtung ergiebt, also liegt der Schwer- 
punkt 8^ des Ergänzungskegels in der Höhe 



7, , y — h Sh + y 
'' + --i- 4—^ 



« 



AA 



y 



A 



der des ganzen Kegels in der Höhe j- Nach 

dem Satze von den statischen Momenten ist 

AS^ • Stumpf -{- AS^ ' Ergänzungskegel = BA • ganzer Kegel, oder 



*■ [t ('' + 'P + »'>] + 



(»■' '^) - 1 ('■'■ I) • 



Setzt man 



Ar 



für y ein, so ergiebt sich schliefslich 

4 f -T f9 -T 9 



Multipliziert man oben und unten jedes Glied mit jr, so erhält man 



' ~ 4 r^n + yi^ff*^ + pi;r ~ 4 G^ + V^^ + ^2 ' 

wo G^ die untere, 6?^ die obere Fläche ist, wobei gleichgültig ist, 
welche von beiden als die gröfsere angenommen wird. 

Diese letzte Formel gilt nun för sämtliche Stumpfe dieser Gruppe. 



i}0\)) Nach Nr. 1(54 läfst sich für die Querschnittsformel q = cy"^ 

im Anschlufs an die Figur 224, auf deren Grundfläche die Abstände 
A, und Ag zu beziehen sind, die Schwerpunktshöhe folgendermafsen 
berechnen: 
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7 M 


cht cäJ 

4 4 8 "2 


Chi ch\ * hl 



8 — tS 
^ n 

3~ 



*'» 



i > 



was noch durch /fg — h^ gekürzt werden könnte, wodurch jedoch die 
Formel an Einfachheit verliert. 

Dafs sich auch die Simpsonsche Regel anwenden läfst, ergiebt 
aus den nachstehenden allgemeinen Betrachtungen. 

310) Körper gemischter Ordnung bis zum zweiten Grade. 
Hierher gehören die Kugel, der Kugelabschnitt und die Kugelschicht, 
das Drehungsellipsoid mit Abschnitt und Schicht, das dreiachsige 
Ell ipso id mit Abschnitt und Schicht, das einmantelige und zwei- 
mantelige Drehungsellipsoid (letzteres auch mit seinen Schichten), 
das ein- und zweimantelige dreiachsige Hyperboloid, das hyper- 
bolische Paraboloid, sämtliche Prismatoide mit ebenen oder 
windschiefen Seitenflächen. Dafs dies der Fall ist, soll für jedes 
Beispiel nachgewiesen werden. 

311) a) Berechnung mit Hülfe der Schichtenformel. 
Ist der Querschnitt von der Form 

g^ = a + 6y + cy% 

so liegt nach Nr. 178 der Schwerpunkt in der Höhe 

ny^ . ^>y^ , cy* 

1 "^ 2 "^ 3 

Hier könnte noch durch y gekürzt werden, jedoch verliert die Formel 
dadurch an Übersichtlichkeit. 

312) b) Berechnung mit Hülfe der Simpsonschen Regel. 
Ist der Querschnitt von der Form 

q^ = a + hy + cy^, 

so ist sein statisches Moment in Bezug auf die Grundfläche 

my = ay + hy^ + cy\ 

Da nun der dritte Grad nicht überstiegen ist, kann sowohl der In- 
halt, als auch das statische Moment nach der Simpsonschen Regel 
berechnet werden. 
Der Inhalt wird 
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wo U den Unterschnitt, den Oberschnitt, M den Mittelschnitt be- 
deutet. Das statische Moment wird 

jif, = J-(fr + o' + 4Jir), 

WO IT das statische Moment des Unterschnittes, O das des Oberschnittes, 
M das des Mittelschnittes in bezug auf die Grundfläche bedeutet. 
Demnach wird die Schwerpunktshöhe 

Nun ist aber ?7' = ?7- = 0, O =0'h, M = M^, also wird 
der Zähler gleich Oä + 4 J(f ^ = A(0 + 2M), Demnach folgt 



'*• — '^ f/'-L 4-4-af' 



Im allgemeinen ist die Summenformel vorzuziehen, weil man bei ihr 
den Mittelschnitt nicht besonders zu berechnen braucht. In vielen 
Fällen aber wird die Simpsonsche Regel dadurch besonders einfach, 
dafs einzelnes ganz wegfällt. 

313) Beispiel des Kugelabschnitts. 

Aus cc^ ^=zr^ — (r — yy = 2ry — y^ folgt als Querschnittsfläche 



2 



q^ = orn = 2rjcy — ny 

Hat also das Kugelsegment die Höhe A, 
so folgt als Schwerpunktshöhe 



M 



ZT7C 7C — 



y-=/ = ; 






h Sr—Sh 



Pig 


228. 


x1 


^ 










^%J "\ 


r^^--"'^ 



(Für h = r ergiebt sich -g r als Schwer- 
punktshöhe der Halbkugel.) Die Simpsonsche Regel ist hier unbequemer, 
als die Summenformel. Man wende sie trotzdem zur Übung an. 



314) Beispiel der Kugelschicht. 

a) Sind ä^, h^ und r gegeben, so ist nach dem Vorigen in Bezug 
auf die Grundfläche 



16 • 
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folglich 



J, - J. = {2r«1 - «f ) - {2r«''^ - «?), 
M,-M, = [2rn / - n l) -\2rn^ -n {), 



"iTTt /, 8 



y. 



— ^» — :*fi .3 



(Ä»_Aj)-f(fcJ_Ä}) 



_ 8r(fc|-/^»)-8(ft*-ftt) 
12 r (ä« - Ä«) - 4 (ä» - Ä») 

Hier könnte noch mittels (A^ — AJ gekürzt werden, was aber die 
Formel nicht vereinfachen würde. 



Fig. 229 



Fig 2S0. 





b) Sind jedoch die mefsbaren Radien a und h und die Schicht- 
höhe h gegeben, so kann man folgendermafsen verfahren. 
Aus r^ = «- + z" und r^ = h^ + (A + £f folgt 

a^ -f ^^ = fciJ + A2 + 2 A;^ + ^^ 

«* — fc« — Ä» 



also 



z = 



Jetzt ist 



2Ä 



also 



x^ = r^ — Jlf ^ = a« + ;?2 _ (^ ^ ;^ _ yy 

= (a^ -- A« — 2 A^) + 2 (i? + A) y — y^*) 



% = x^% = äL(«' - A' - ^hz) + 2(^ + Aj y - y«], 



*) Dies ist die Gleichung des Kreises in Bezug auf A als Nullpunkt des 
Koordinatensystems. 
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folglich 

J= jr[(a« - A* — 2h) \ + 2(ß + A) ^' - ^'] = nh\f — ^A — -]• 

Setzt man hier den Wert von z ein, so erhält man 

J=!^[3a« + 3i« + AT. 
Dagegen wird 

^=«[(a»-Ä»-2Ä)|' + 2(^+Ä)y-^'] = ^'[6o»-4Ä^-Ä«]. 

Einsetzung des Wertes von e giebt 

ilf=^' [4a* + 26« + AT . 
Endlich folgt 

^* / 2 * 3 a' + 8 &* + Ä* 

Setzt man 6 = 0, so erhält man eine neue Formel för das Segment, 
nämlich 

die der früheren vorzuziehen ist, weil sie nur mefsbare Stücke enthält. 
Setzt man oben a = 0, so folgt 

h 2b^ + h* 



y.= 



2 8fc« + Ä* 



als Schwerpunktsabstand des Segments von seiner Grundfläche. Die 
vorangehende Formel gab den vom Scheitelpunkte aus gemessenen 
Abstand. 

815) Damit sind zugleich die Schichten der nach Cavalieri aus 
der Kugel abzuleitenden Körper erledigt, z. B. der des Drehungs- 
ellipsoids, des dreiachsigen Ellipsoids und der aus der Halb- 
kugel abzuleitenden Gewölbe. Bei den Ellipsoiden kann man 
selbstverständlich auch von der Ellipsengleichung ausgehen, ähnlich 
wie es nachstehend für das Hyperboloid geschehen soll. 

316) Beispiel des einmanteligen Drehungshyperboloids. 
a) Berechnung mit Hülfe der Schichtenformel. 
Die Gleichung der Hyperbel sei 

?* _ ^ _ 1 
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Durcb Drehung um die y-Achse entsteht ein einmanteliges Drehungs- 
hyperboloid. 

Fig Ml 





B ^ 


''"^-< 


^'^b / 


c ^ 


--'"** 
',.'''' 







Aas der Gleichung folgt 



Fi«, ni. 



so dais der Querschnitt des Körpers in der Höhe \j wird 

Die Schwerpunktshöhe wird also nach Nr. 174 für den von bis h 
reichenden Körper 

'* « 2 + fci 4 

"' 1 + T^ 8 

^ 4 'sb' + h*' 
was nur von A und &,, nicht aber 
von a abhängig ist. 

Ist z. B. & ^ 1 und A = 2, so 
folgt ff, = Y ■ 

Alle nach Cavalieri daraus ab- 
zuleitenden Körper, auch die durch 
Affinität Tschräges Koordinaten- 
system) damit zusammenhängenden, 
werden ebenso behandelt, z. B, der in Fig. 232 dai^estellte. 
b) Berechnung mit Hülfe der Simpaonschen Hegel. 
Aus der Gleichung 
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folgt als Oberschnitt 

als Mittelschnitt 

während der ünterschnitt U=a'n ist. 
Dies ist nach Nr. 312 in die Formel 

, , 0+2M 

'K = '* Ü+0 + 4.M 

einzusetzen und giebt 



(a., + «^Ä.) + .(a.« + "^^) 



/l, — h — - . • ' • ~ "4 8 6* + Ä* ' 



a««+(««. + «^Ä«) + 4(a.. + «^^-) 



was mit dem obigen Resultate übereinstimmt. Die Schichtenformel 
war offenbar vorzuziehen. 

317) Das zweimantelige Hyperboloid. Die Gleichung der 

Hyperbel sei zunächst dieselbe wie vorher, nur geschehe die Drehung 

um die X-Achse. Um die Schichtenformel anzuwenden, verlege man 

den Koordinatenanfang nach A^ so dafs man statt x zu schreiben hat 

(x + a), während y unverändert bleibt. Die Gleichung geht dadurch 

über in 

(^ + g)' I 2/' _ 1 
a« "r 6« — ^ ? 

oder in 

so dafs der senkrechte Querschnitt des Drehungskörpers in der Ent- 
fernung X von Ä wird 

fl' = 1/ JJf = ^ H r ^ • 

Für den von A bis a^i (bei C) reichenden Körper wird der von A 
aus gerechnete Schwerpunktsabstand 

^ J ^ 

a 3 ^^ ^\_±_ ^ 8 a + 8 a^i 

-^ -I ^ 

a 2 ' a« 3 

Ist z. B, AC = x^ = 1 und a = 1, so folgt ^« = ^ • ^^ = J^ • Der 
für Xg gefundene Ausdruck ist von h unabhängig. — Aus beiden 
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Arten von Hyperboloiden lassen sich auch Gestalten ableiten^ deren 
Querschnitte ähnliche Polygone sind, z. B. hyperbolische Gewölbe. 

318) Prismatoid. Im Method. Lehrbuch, 
Bd. II, Stereometrie 37 bis 39, sind die all- 
gemeinsten Prismatoide mit ebenen und 
windschiefen Seitenflächen behandelt, und zwar 
mit Hülfe des sog. Halbtetraeders. 

Führt man in Fig. 233 einen Horizontal- 
schnitt in der Höhe y, so entsteht ein Parallelo- 
gramm, dessen Winkel durch den Ereuzungs- 
winkel der beiden Horizontalen a und h be- 
stimmt werden. Die Parallelogrammseiten \ 
und a^ ergeben sich aus ähnlichen Dreiecken 
mit Hülfe der Proportionen y : h = b^ : h 

und (Ä — y) :h = a^ : a als fe^ = y und 




a 



a^ = a — T y, so dafs die Schnittfläche wird 



7 . / a \ h . ab Bin y 



a b sin y ^ 

fc« y 



Die schraffierte Fläche des Halbtetraeders wird halb so grofs, sein 
Inhalt von der Höhe bis zur Höhe y^ wird 



J = 



a 6 sin 7 



VI __ 1 yC\ 



das statische Moment des bis dahin reichenden Körpers in Bezug 
auf die Grundfläche wird 



-mf gfesi n y fyi 1 2/1"] 



die entsprechende Schwerpunktshöhe also 



y? 



Vi 



y\ 



_ih ^ y. 4ft-3y, 
y» 2 3Ä — 2y, ■ 

3Ä 



Ebenso konnte die Simpsonsche Regel angewandt werden, da q den 

zweiten Grad nicht überschreitet. Setzt man y^ = A, so erhält man 
k 

y.= 2' 

819) Die windschiefe Fläche des Halbtetraeders ist ein hvper- 
bolisches Paraboloid, über welches man Method. Lehrbuch, Band HI, 
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Kegelschnittflächen Nr. 42 vergleiche. In Fig. 234 hat man nur BD 
zu ziehen ; um den Raum des Halbtetraeders zu begrenzen. 
Der ganze Raum wird 

Fig. 284. 



J = 



ah%m y fÄ* 
2Ä 

a 6 sin 7 A 
12 



12 8 h\ 




Fig. 23.'). 



Sein Schwerpunkt liegt in 
halber Höhe. Die Schicht 
von beliebiger Höhe y^ be- 
stimmt sich nach den obigen 
Formeln. 

Damit sind sämtliche 
Flächen zweiten Grades im 
wesentlichen erledigt. 



320) Fig. 235 stellt ein 
besonderes Prismatoid mit windschiefen Seitenflächen dar. Im Method. 
Lehrbuche H, Stereometrie 40, ist es behandelt worden. Man braucht 
nur einen Eckpunkt der Grundfläche mit dem 
drüber liegenden der oberen Fläche zu ver- 
binden, um zu erkennen, dafs aus dem 
prismatischen Körper vier Halbtetraeder 
ausgeschnitten worden sind. Ganz Ent- 
sprechendes geschieht bei dem Prismatoid 
mit zwei verschiedenen, ganz beliebig ge- 
stalteten Grundflächen. Aus dem Prismatoid 
mit ebenen Seitenflächen sind Halbtetraeder 
in beliebiger Zahl ausgeschnitten. 

Daraus folgt, dafs die Querschnitts- 
formel der Prismatoide den zweiten 
Grad nicht tibersteigt, dafs also Inhalt 
und statisches Moment mit Hülfe der 
Simpsonschen Regel und ebenso mit 
Hülfe der Summenformel bestimmt 
werden können. 

Die einmanteligen Hyperboloide sind als Prismatoide zu betrachten, 
deren Grundflächen regelmäfsige Polygone mit unendlich vielen Seiten 
oder entsprechende elliptische Polygone sind. 




321) Zu den Prismatoiden gehören noch Formen, die man sich 
in beliebiger Zahl darstellen kann. 
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Ein Beispiel sei hier angegeben. Fig. 236 stellt einen Körper dar, 
dessen untere Grundfläche ein Kreis ist, während die obere Grund- 
fläche durch eine Gerade AB dargestellt wird, deren Projektion der 



Fig. 286. 




Kreisdurchmesser CD ist. Die senkrecht zu CD stehenden Sehnen, 
z. B. KL, sind mit der oberen Projektion (z. B. N^ ihres Halbierungs- 
punktes N verbunden, so dafs Dreiecke wie KLN^ entstehen. Die 
Schenkel dieser Dreiecke bilden eine krumme Fläche. Der Querschnitt 
in halber Höhe wird eine Ellipse, deren Inhalt die Hälfte vom Kreis- 
inhalte ist. 

Auch dieser Körper ist als Prismatoid zu betrachten, kann also 
nach der Simpsonschen Regel berechnet werden. Sein Inhalt ist 



j=|(^« + o + 4?:J^) = 



r^Tth 



also gleich der Hälfte des zugehörigen Cylinders, wie auch aus dem 
Vergleich der Dreiecke mit den zugehörigen Rechtecken des Cylinders 
folgt. Das statische Moment in Bezug auf die Grundfläche ist 

die Schwerpunktshöhe also 

, M 2 , 



wie auch sofort aus den Schwerpunkten der Dreiecksschnitte ge- 
schlossen werden kann. 

Jeder Horizontalschnitt des Körpers ist eine Ellipse, die Ellipsen 
gehen nach oben hin aus der Kreisgestalt allmählich in die der 
Geraden über. Der Körper kann, wie der Kegel, nach oben hin 
fortgesetzt werden, ebenso nach unten. 
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322) Durch Horizontalverschiebung der Querschnitte erhält man 
deh in Affinitätsbeziehung zum vorigen stehenden Schrägkörper. 

Eine andere Transformation erhält man, wenn man statt der 
parallelen Schnittebenen (Dreiecke) solche nimmt, die (z. B. ober- 
halb AB) sich in einer ICante schneiden, die senkrecht zur Zeichnungs- 
ebene steht. Dadurch erhält man einen Körper, bei dem die Schneide 
AB <^ CD ist, während der Parallelismus erhalten bleibt. Auch jetzt 
sind sämtliche Horizontalschnitte Ellipsen, denn jede Ellipse ist einer 
Centralprojektion unterworfen worden. 

Eine weitere Umgestaltung erzielt man durch Drehung jedes 
Querschnittes in seiner Ebene, z. B. um den Mittelpunkt. 

An diesem Beispiele erkennt man, welche grofse Mannigfaltigkeit 
im Gebiete der Prismatoide zu finden ist. Eine grofse Anzahl solcher 
Körper sind in der „Genetischen Stereometrie" von Heinze- Lücke 
(Leipzig, bei Teubner, 1886) behandelt worden. Die Schwerpunkte 
sämtlicher sind der elementaren Bestimmung mit Hülfe der Summen- 
formel und der Simpsonschen Regel zugänglich, weil nirgends der 
2. bzw. 3. Grad überstiegen wird. 

323) Körper vom Querschnitt 

g^ = a + &y + cy* H (- Äy^- 

Nach Nr. 172 wird 

— r 



folglich 



J — 


ah 
1 


+ 


bh* 
2 


+ 


3 


+ 


M = 


2 


+ 


bh' 
3 


+ 


4 


+ 


h,— 


2 


+ 


bh^ 
3 


+ 


ch* 

4 


+ 



+ 



+ 



p + 1 ' 

p + 2^ 

kh^ 
p + 2 



1 • 2 "1" 3 ' «"j^ + i 

Hier könnte noch durch h gekürzt werden, jedoch würde die Formel 
dadurch an Einfachheit verlieren. 

Einige Beispiele sind früher gegeben worden, z. B. in der Tabelle 
über Parabeln höherer Ordnung. 

324) Eine umfangreiche Gruppe von Drehungskörpern. 
Eine Kurve habe die Gleichung 

a: = a -(- ^y + cy^ + • • • + ^y • 

Durch Drehung um die F- Achse entsteht ein Drehungskörper, dessen 
Querschnittsformel q = x^n auf die Form 

9 
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«j, = «1 -f hy + Ciy* H 1- ny*p 

gebracht werden kann, so dafs die Schwerpunktsbohe des Körpers 

wird 

a.Ä» 6,A' c,Ä« 



Nach Nr. 116 ist aber zugleich 

"'- J - M^ 
folglich 



Jf,„ = h,M» = 



^u^y ^u • ^^ ^u 



xy — '^s^^y— j — 2päF 2« 

Darin liegt ein Mittel, für zahlreiche Flächen das 
Centrifugalmoment in Bezug auf die Koordinatenachsen be- 
quem zu bestimmen. 

Entsprechendes gilt von den Kurven, deren Gleichung lautet 

a;^ = a + 6y + ^y" + ' • • + ^V^ ' 

Der letzte Satz kann überhaupt für alle Flächen benutzt werden, 
bei denen aus irgend welchen Gründen (z. B. Symmetrie) die Schwer- 
punktshöhe des Drehungskörpers leicht bestimmt werden kann. 

325) Beispiel der gleichseitigen Hyperbel x^ — y* = 1. 
Für den gezeichneten Quadranten ist das Centrifugalmoment mit 
Hülfe des Drehungskörpers folgendermafsen zu bestimmen. Moment 

des Streifens 

Wu = y • ö^y = y • ^^ = ^y (1 + y*), 

also 
Demnach 

^'y=-d = \^^ + ^')- 

326) Beispiel des Halbkreises in 
dem Sonderfalle der Fig. 238. 
Da die Symmetrieachse parallel der Drehungsachse ist, so ist 
nach Nr. 117 der Schwerpunkt des Drehungskörpers in der Höhe 

6 + 5— ZU finden. Sein Inhalt ist ■ • 2a;r = an^r^. also das 

OTT 6 ' 

Moment Mu = (an^r^) (b + 0^) , folglich 
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Im letzteren Falle war die Summenformel fiir ganze Exponenten nicht 
ohne weiteres brauchbar, denn die Kreiagleichungfx — df -\- (if — fe)* =- r* 
führt auf X ^ a -{- Yr^ — (y — 6)', wobei rechts erst nach Potenzen 
von y in unendlicher Reihe 
entwickelt werden mfifste. "*' ***' 

Der gewonnene Satz 
Über das Centrifugalmoment 
sagt nichts Neues, bietet 
aber doch für viele Flächen 
einen bequemen Weg zur 
Berechnung. Er gilt auch 
für die Fälle, wo x oder jr* 
durch eine unendliche Reihe 
gegeben ist, sobald man 
nur im Konvergenzgebiete 
bleibt. 

327) Negative und gebrochene Exponenten. 
Ist die Querschnittsgleichung von der Form 

^ = % = oy'' + öy'* + cy^ + ^y' -\ — , 

wobei unter den Exponenten auch negative und gebrochene sind, so 
ist nach Abschnitt V. C (Nr. 179 bis 195) zu verfahren. Tritt in der 
Querschiiittsfonuel fiir den Körper oder für sein statisches Moment 
der Exponent — I auf, der als Ausnahmefall zu betrachten ist und 
auf den natürlichen Logarithmus führt, so ist einige Vorsicht nötig, 
denn der unendlich werdende Streifen darf nicht zu der Fläche ge- 
hören, die untersucht werden soll. Sind sämtliche Exponenten gröfser 
als — 1, so kann der Körper von Null bis zu jeder beliebigen endlichen 
Höhe y berechnet werden. Kommen Exponenten vor, die kleiner als 
— 1 sind, so darf nicht von Null ausgegangen werden, da dann der 
entsprechende Dit^^nunmteil im allgemeinen unendlich grofs wird. 
Dagegen kann die Fläche zwischen einem endlichen y, und einem 
endliehen y^ berechnet werden. 

328) Irrationale und trauscendente Querschnittsglei- 
chungen können insoweit berücksichtigt werden, als die Ent- 
wickehing von g in unendliche Reihen möglich ist. Auch hierüber 
ist schon vorher, z. B. in Nr. 195, das Nötige mit^etheilt, jedoch 
kann auch der entsprechende Abschnitt in Band III des Method. Lehr- 
buchs verglichen werden. Bei der Anwendung der Summenformel er- 
hält man Reihen, die man entweder zu geschlossenen Ausdrücken 
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summieren kann, wovon in Xr. 195 einige Beispiele vorkommen, oder 
bei denen man auf eine geschlosBene Summierung veraichten muTs. 
Im letzteren Falle erhalt man Ännäherungsresultate, indem man eine 
hinreichende Anzahl von Reihengliedem summiert. 

339) Sektoren allgemeiner Drehungekörper. lat die 
F- Achse die Drehungsachse ftir eine Fläche, so liegt nach Nr. 116 der 
Schwerpunkt jedes Sektors des entstehenden 
Fig. i3B, Drehungskörpers in der Höhe 



WO Jlfrj das Centrifugalmoment der Fläche 
in Bezug auf die Koordinatenachsen, M^ ihr 
statischeB Moment in Be/.ug auf die y- Achse 
ist. Im übrigen ist (nach Nr. 47 — 50) der 
Schwerpunkt desjenigen Kreisbogens zu be- 
stimmen, dessen Radius 



ist und dessen Centriwinkel der des Sektors 
ist. Nach Nr. 9 ergiebt sich als Abstand 

f-T •"^C IT—. 

wo « — ^ 180» ist. 

Die Beispiele aus Nr. 49} und 50) mögen 
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330) Körperliche Schraubengewinde. 
Im Method. Lehrbuche, Teil III, Stereometrie, 
ist an Fig. lU gezeigt, dafs der Inhalt der 
körperlichen Schraubengewinde ohne weiteres 
nach der Ouldinscben Regel berechnet werden 
kann, da die einzelnen Sektoren des Drehungs- 
körpers nur in ihrer Lage verschoben sind, 
was den Inhalt nicht ändert. (Dies entspricht 
ganz der Flächenverschiebung beim Cavalie- 
ri sehen Prinzip), 
'ür einen vollen Umgang findet man also nach Nr. llö den Schwer- 
folgendermafsen. In der erzeugenden Fläche bestimme man den 



Fi 
punkt 

M 
Punkt mit den Koordinaten y = -— 



In der durch diesen 
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Pankt gehenden Scfaraubenlinie liegen die Schwerpunkte aller unend- 
lich kleinen Sektoren. Der Schwerpunkt dieser Sehraubeniinie isit zu 
suchen. Er liegt in halber Höhe. Seine Ent- 
fernung von der Achse stimmt fiberein mit 
der des Schwerpunktes fHr den Kreisbogen, 
in den sich diese Schraubenlinie projizieren 
läTst, wobei übrigens a > 360" sein kann. 

Der Beweis für die Richtigkeit dieses 
Verfahrens ergiebt sich ebenfalls aus dem 
Prinzip von Gavalieri. 

Als Beispiel behandle man nach Art von 
Nr. IGd das in der Figur angedeutete Trapez- 
gewinde. 

331) AufKabe. Ein Schraubengewinde 
entstehe durch Drehung eines Halbkreises um eine unendlich dUnne 
Spindel und zwar so, wie es Fig. 242 darstellt. Er soll im Aufrifs 
genau konstruiert werden, z. B. mit Hülfe 
der durch die Punkte C, D, E, F, G, H, J Fig. m. 

gehenden Schraubenlinien. (- 

Der Inhalt und der Schwerpunkt sollen 
für einen halben Umgang bestijnint werden. 

Das Ausföhren der Zeichnung wird 
dem Leser überlassen. Der Inhalt wird 
gleich dem der Halbkugel, also J = \, *^n. 
Der Schwerpunkt liegt in der Höhe von S. 
Der Punkt K, durch den die HOlfo- 
schraubenlinie geht, hat nach Nr. 50 den 
Abstand AK^ — r, demnach ist im 
Grundrifs die Schwerpunktsentfemung 
Jtf,jS, = ^ % ''i ^*^ "^^"^ Schwer- 
punkte der Halbkugel entspricht. 

Für einen beliebigen Umdrehungs- 
winkel findet man die Lösung 



ebenso, wie in Nr, 50. 




332) Andeutung über parabolisch abgeschnittene Prismen 
und Cyiinder. 
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Fig. 243 stelle ein Prisma bezw. einen Cjtinder in Grund- und 

AufriTa dar. Derselbe ist durch einen paraboliscten Cylinder 2. Ordnung 

abgeschnitten, der die Grundrifsebene 

*^» *" in der Geraden ^B, berührt. Wie 

grofs ist der Inhalt des Körpers und 

wo liegt sein Schwerpunkt? 

Anfl&saiig. Ist die Parabel- 
gleichung y = x^, so steht über jedem 
Fläohenteilchen F des Grundrisses 
eine Säule vom Inhalte fx*. Der ge- 
samte Körperinhalt ist also 

d. h. gleich dem Trägheitsmomente der 
Grundrifsfläche in Bezug auf die 
2-Achse des Grundrisses. 

Das statische Moment jeder kleinen 
Säule in Bezug auf die Z- Achse ist 
gleich X ■ /x* = ftt?, also ist das des 
Körpers 

11.-2 fA 

SO das es sich um ein Flächenmoment 

dritter Ordnung handelt. Da zugleich 

so folgt als die eine Koordinate des Körper- 

Das statische Moment jeder Säule fx* in Bezug auf die X-Achse im 
Gnindrifs ist xfa:^ ^ fx'e. Das des gesamten Körpers ist 

M.-2Jfx-'. 
Demnach iat die zweite SchwerpunktBlioordinate 

'■ ■> -'2'" 

Die SchwerpunktshShe y^ wird folgendermaTsen gefunden. In Bezug 
auf die Grundfläche hat jedes Säulchen fx^ das statische Moment 
^/"x* oder -^ fx*, oder endlich Lfx*. Das Gesamtmoment in Bezug 
auf die Grundfläche ist also — ^^ fx*, also die SchwerpunktshShe 




Scliwei-piinkto nml -tatindie Momente Inuio^enL'r Kürjier. 

I Ähnlich ist es bei der Parabel y = c-x^. 

Bei der Paratiel y ^ ^ handelt es sich um die Ausdrüt-ke 



2rA Z/>- 



An diesen Beispielen erkennt man die Bedeutung der Flächen- 
I mumente höherer Ordnung. 

Das BeiBpißl des regelrecht au ('gestellten Reehteckakörpers. der 
' in solcher Weise abgeschnitten ist, lÜTst sich an der Hand des Früheren 
beqnem durchfahren. Andere Gnindrilsfonnen sind schwerer zu be- 
handeln. 

Das Abschneiden kann auch mit ÜUlfe eines Drehuugsparabüloides 
l P"^ Ordnung erfolgen, wobei PolarmoTuente höherer Ordnung auf- 
] treten. 

Auf diesen Gegenstand, der nur theoretische Bedeutung hat, soll 
nicht näher eingegangen werden. Er bietiit zahlreiche Übungabeigpiele 
I für die höhere Analysis. 

333) Anwendungen der Schwerpunktslehre. 

a) In der Mechanik spielt der Sehwerjiunkt von Korpern eine 
r hervorragende Rolle als Angriffspunkt eines Systems paralleler Kräfte, 

, ihm greift die R^-sultante der einzelnen Schwerkräfte an, und zwar 

I für alle möglichen Stellungen des Körpers. Die elementare Theorie 

I der einfachen Maschinen ist dort dadurch 7,11 verfeiiiem, daCs der 

Einflul's des Gewichtes der einzelnen Teile mit eingerechnet wird. 

Ein interessantes Beispiel liietet in dieser Hinsicht die Untersuchung 

über die Empfindlichkeit der Wage. Dabei handelt es sieh nicht 

' um den statischen, sondern auch um den dynamischen Einflufs. 

b) Die Stabilität von Mauern, d. h. der Widerstand gegen seit- 
lichen Druck (Winddruck, Wasserdruck, Druck von Erdmassen, Druck 
von fehlerhaften Dachkonstruktionen, von Gewölben) hängt ab von 
dem Momente der im Schwerpunkte angreifenden Scbwerkrail in 
Bezug auf die Kippkante der Mauer. 

c) Die Untersuchungen über labiles, stabile» und indifferentes 
Gleichgewicht von »ich drehenden, rollenden, scbwimmeuden Körpern 
beruhen auf der Schwcqmnktstheorie, Die bei dem stabilen Zustande 

I eintretenden Pendelschwingungen und ahnliehe Erscheinungen erfordern 
I die Kenntnis derselben Theorie. 

d| In den Lehrbflchem der Mechanik werden die Sätze über den 
I Angriffspunkt dr;s Auftrieb» bei !<cbwimm<-n<len Körpern 
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vielfach falsch angegeben, indem der Angriffspunkt in vollem 
Widerspruch zu den Hebelgesetzen einfach in den Schwerpunkt 
der verdrängten Waasermasse gelegt wird. Die Korrektur ergiebt 
sich aus Folgendem: Der Druck p bei der Stelle A in Fig. 244 
zerlegt sieh in einen Seitendruck und einen Auftrieb, Der erstere 
ist gleich dem Drucke gegen die ent- 
sprechende Wandprojektion des Flächen- 
teilchens, der letztere gleich dem Ge- 
wichte der verdrängten Wassersäule. 
Der Angriffspunkt A liegt aber doppelt 
so tief, wie der Schwerpunkt der Wasser- 
säule. Da dies fUr aJle Säulchen gilt, 
so liegt der Angriffspunkt des 
Auftriebs im Falle der Fig. 244 
senkrecht unter dem Schwer- 
punkte der verdrängten Waasermasse und zwar in doppelter 
Tiefe. i^Darin liegt eine Anwendung des Prinzips von Cavalieri 
versteckt.) 

Ist der Körper vollständig untergetaucht, so findet dasselbe statt. 
Ist nämlich in Fig. 245 S„ der Schwerpunkt der verdrängten Wasser- 
masse, So der Schwerpunkt der darüber schwebenden Wassermasse, 
Sf der Schwerpunkt des Gesamtraums, und 
sind Ja, J„ und Jg die entsprechenden 
Räume, so ist in Bezug auf die Niveaufläche 
KL das gesamte statische Moment gleich der 
Summe der Einzelmomente, d. h. (wenn die 
Schwerpunktstiefen mit f„, („ und ig be- 
zeichnet werden) 

demnach ist die Schwerpunktstiefe der ver- 
drängten Wassermosse 



1) 



'« = 



Dies gilt für jede Gestalt und Lage des untergetauchten 
Körpers, auch kann dabei S„Sa eine schriee Gerade sein. 

Die Auftriebs Verhältnisse gestalten sich nun folgendermafsen. 
Nach unten drückt den Körper die Waasermasse des Raums J«, nach 
oben drückt ihn die dem Gesamtraume J, entsprechende Waasermasse. 
Die Resultante beider Kräfte ist Jg — tTu ^ J^. Nun liegt der Angrifft 
punkt Aa doppelt so tief wie S„, also in der Tiefe 2(„; der Angriffs' 
punkt Ag liegt ebenso in der Tiefe 2 fg. Die beiden Kräfte sind ent- 
gegengesetzte, der Angriffspunkt bleibt nach bekanntem Satze derselbe. 
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wenn man die Richtungen der Kräfte ändert, wenn sie nur entgegen- 
gesetzte bleiben. In der Fig. 246 sind die Kräfte der Deutlichkeit halber 

in horizontale Lage gedreht worden. Dort stelle AoB die Kraft Joy AgC 

die Kraft Jg vor. Macht man dann AoD = ÄgC und ÄgE = — ÄoB, 
dann giebt DE auf ÄoÄg den Schnittpunkt Au als den AngriflFspunkt 
der Resultante. Dabei mufs nach dem Qesetz der statischen Momente 
in Bezug auf KL sein 

Denmach ist die Tiefe 

2(J t — J t) 



Fig. 246. 



JT- 
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d. h. das Doppelte von der Tiefe 
des Punktes S»,. 

(Auf diesen Umstand hat meines 
Wissens zuerst Herr Ingenieur 
H.Hä dicke in einem Schriftchen vom 
Jahre 1881 aufmerksam gemacht, 
welches unter dem Titel „der Angriffs- 
punkt des Auftriebs" bei Orell und 
FüBsli in Zürich erschienen ist. Die 
hier gegebene Darlegung ist allerdings 
einfacher und kürzer.) 

ÄuF = Ju stellt die Resultante dar. Bringt man sie in A„ 
entgegengesetzt an, so herrscht zwischen den Kräften ÄoB, ÄgC und 

— ÄuF Gleichgewicht. Die Resultante ist senkrecht nach oben ge- 
richtet zu denken. 

Der horizontale Seitendruck gegen den Körper ist in jeder 
Richtung genommen gleich Null. Er besteht aus zwei gleichen 
und entgegengesetzten Komponenten, deren Gröfse man folgender- 
mafsen findet. Man projiziere den Körper auf eine senkrechte Wand, 
die zugleich senkrecht gegen die gewählte Richtung liegt (z. B. auf eine 
der senkrechten Koordinatenebenen). Der eine Teil des Seitendrucks 
ist dann gleich dem statischen Momente Mq der Projektionsfläche in 
Bezug auf die Wasseroberfläche, der Angriffspunkt liegt in der Tiefe 

■jTjr ^ WO Tq das Trägheitsmoment, Mq das statische Moment der 

Mq 

Fläche in Bezug auf die Wasseroberfläche ist. Die andere Koordinate 



M 



wird mittels der Formel ^ gefunden, wo JUj.^ das Centrifugalmoment 

der Projektionsfläche in Bezug auf den Schnitt der Wasserfläche 
und der senkrechten Koordinatenebene ist. i 3.) Jetzt ist 
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die Lage und Gröfse der betreflFenden Druckresultante genau bestimmt. 
Die andere ist ihr entgegengesetzt und gleich grofs, die Summe beider 
also Null. Das Gesagte gilt für jede beliebige Gestalt. Damit 
ist die Statik untergetauchter Körper erledigt. 

e) Stabilität eines Schiffskörpers in schräger Lage. Ist S 
der Schwerpunkt des SchiflFskörpers, p das gesamte Gewicht des SchiflFes, 
so ist der Auftrieb nach Archimedes gleich — p. Ist S^ der Schwer- 
punkt der verdrängten 
^8 247. Wassermasse, so liegt der 

Angriffspunkt Ä des Auf- 
triebs doppelt so tief. 
Das Moment des Kräfte- 
paares ist für diese Lage 
des Schiffes gleich pe. Da 
es ein aufrichtendes ist, 
kann das Schiff noch einen 
Winddruck vom Momente 
— pe aushalten, ohne zu 
kentern. 

f) Dreht sich ein Körper 
um eine beliebige Achse, 
so ist die entstehende Centrifugalkraft gleich der Centrifugalkraft der im 
Schwerpunkte vereinigt gedachten Masse. Im allgemeinen greift sie 
aber in einem anderen Punkte an und giebt für jeden Punkt der 
Achse ein bestimmtes Centrifugalmoment. In der Regel zerlegt man 
die gesamte Centrifugalwirkung in eine im Schwerpunkte angreifende 
Kraft und in ein Kräftepaar, dessen Ebene besonders konstruiert 

werden mufs (vgl. Fig. 101 für den 
Fall ungleicher Kräfte). Die drei 
Hauptachsen des Centralellipsoids 
sind freie Umdrehungsachsen. Das 
Problem kann also nur mit Hülfe 
der körperlichen Trägheitsmomente 
zum Abschlufs gebracht werden. — 
Über die Centrifugalkraft, die einen 
um seine Achse drehenden Rotations- 
körper zerreifsen will, vgl. Nr. 49. 
g) Wird ein physisches Pendel 
vom Gewicht p aus der Ruhelage 
gebracht und hebt sich dabei sein 
Schwerpunkt um A, so ist die geleistete Arbeit gleich p • h. (Läfst 
man es in die Ruhelage zurückschwingen, so wird der tiefste 
Punkt mit einer Drehungsgeschwindigkeit passiert, die sich aus 



Fig. 248. 



c 
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Schweqmiiklf iiiiil nlutipiihe Momente liouiuger 



T" -;,;, .1» 9- 



berechnen liii'at. Die Schwin^iiugsHmier 



I ist t^xy- , wo '= w isti 

b) Ist ein Hebel AB durch Lasten p und (/ ins Glcicligcwieht 
I TersetKt und dreht man ihn um (.', so bleibt der Schweqiunkt S heider 
f Ltisten in derselben Hübe. Entsp rechendes gilt vom Gleiehgewichta 
I zustande anderer einfacher oder zusammengesetzter Maschinen, 7.. B. 
I Rad lind Welle, alle Arten von Flaschen- und RolleuzHgen, schiefe 
I Ebenen, Scbratibeiunechaniaraen u, s. w. Hierher gehören Fragen des 
indifferenten Gleichgewichtes. Dazu gehört eben, dafs bei ein- 
L tretender Bewegung der Schwei^iunkt sein Niveau nicht ändert. 

i) Wird ein Körper durcJi einen Stol's fortgeschleudert, so bewegt 
I sich sein Schwerpunkt in einer Parabel lim allgemeinen Falle in einem 
I Kegelschnitte I und aufserdem finden Di'ehungsbewegungen statt, die 
I mit Ulllfe der Trägheitsmomente zu untersuchen sind. Dies ist ein 
Fall des sogenannten ächwerpunttprinzlpa. Zur Lehre vom excen- 
trischen Stofse ist ebenfalls die Kenntnis der körperlichen Trägheits- 
I momente nötig. 

k) Bewegen sich zahlreiche kosmische Massen nur in P"olge der 
gegenseitigen Anziehung, so bleibt der Schwerpunkt des Systems in 
Kühe. Wurde vorher jeder Masse ein Stofs gegeben, so bewegt sich 
der Si'hwer|>unkt des Systems in gerader Linie. Handelt es sicli nur 
um zwei Köi-per, ho bewegt sich der Schwerpunkt in gerader Linie 
und beide Körper drehen sieh in Ellipsen um den Schwerpunkt des 
I Systems (allgemeiner in Kegelschnitten). 

I) Dafe in der Theorie der Gewölbe der Körperschwerpunkt eine 

wichtige Bolle spielt, Ist selbstverständlich. Dasselbe gilt noch von 

I vielen anderen Lehren der Mechanik, auf die jetzt nicht eingegangen 

I werden soll. Über die Flächen Schwerpunkte sei noch folgendes gesagt: 

m} Bei Sehiefsverauchen gilt der Schwerpunkt sämtlicher Treft'- 

ponkte als mittlerer Treä^iunkt. Bei den Untersuchungen über die 

Abweichung rotierender Langgeschosse wird er zu Grunde gelegt. 

n) Soll bei einer Gleichung «"" Grades durch eine Substitution 

[ das zweite Glied entfernt werden, so handelt es sich am eine Ver- 

I legnng des Nullpunktes des Koordinatensystems nach dem Sehwer- 

I punkte der Wurzelpunkte, mögen diese nun reell oder imaginär sein. 

I fDie Gleichung darf auch komplexe Soeffizienteo haben.) 

o) Strömt in n Punkten einer sehr grolsen Platte Elektrizität in 

deu Quantitäten v,, Vj, ... v„ ein, und wird .sie iu grofeer Entfernung 

I abgeleitet, so gehen die Asymptoten der Stromlinien durch den 

I Schwerpunkt der mit dem Gewichte v,, v^, . . ., v„ au belegenden 

f Einströmungspunkte. 



Abschnitt IX. 

Die Trägheits- und Centrifugal- Momente der 

wichtigsten Körper. 



A. Allgemeines. 

334) Während der vorige Abschnitt die polaren, die axialen 
und die Plan-Momente erster Ordnung behandelte, sollen hier 
die entsprechenden Momente zweiter Ordnung abgeleitet werden. 
Die für die Mechanik wichtigsten sind, wie sich zeigen wird, die 

axialen, während die Plan- 
es 24». momente zur Berechnung 
Z der ersteren verwendet 

werden können. 

335) Begriff des 
Planmomentes zweiter 
Ordnung. 

Ist m ein kleines Körper- 
teilchen (in der Mechanik 
ein Massenteilchen), wel- 
ches von den Koordinaten- 
ebenen die Abstände x^ y, z 
hat, so nennt man mx^j 
wy*, mz^ die Planmomente 
zweiter Ordnung des Massenteilchens in Bezug auf die entsprechenden 
Koordinatenebenen, die als die Ebene YZ, ZX und XY bezeichnet 
werden mögen. Handelt es sich um einen Körper, so ist sein Träg- 
heitsmoment eine Sunmie solcher Ausdrücke, also 




T,,=^mx^, T, 



=2nty\ 



Txy =^mz' 



Dabei beziehen sich die Marken der T auf die Ebenen. Die T sind 
die Planmomente zweiter Ordnung oder die Trägheitsmomente in Bezug 
auf die drei Orundebenen des Koordinatensystems. 
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336) Begriff des Axialmomentes zweiter Ordnung. 

Ist r der Abstand eines Körperteilchens m von der X-Achse, so ist 
mr^ das Axialmoment zweiter Ordnung oder das axiale Trägheitsmoment 
des Teilchens in Bezug auf diese Achse. Für den ganzen Körper ist 

das axiale Trägheitsmoment oder das Axialmoment zweiter Ordnung 
fQr diese Achse. 

Da r* = y2 -f- z^ ist, so folgt mr^ = my^ -(- mz^, also auch 

oder 

ebenso ist 

Also: 

Jedes axiale Trägheitsmoment ist gleich der Summe 
zweier Planmomente zweiter Ordnung in Bezug auf Ebenen, 
die sich in der Achse des ersten Momentes rechtwinklig 
schneiden. 

337) Begriff des Polarmomentes zweiter Ordnung. 

Ist Q der Abstand des Körperteilchens m vom Nullpimkte des 
Koordinatensystems, so ist mg^ sein Polarmoment zweiter Ordnung 
in Bezug auf diesen Punkt. Für den ganzen Körper ist 



Tp^^mg- 



das polare Trägheitsmoment oder das Polarmoment zweiter Ordnung 
in Bezug auf jenen Punkt. 

Nun ist aber Q^ = x^ -\- y^ -]- z^, folglich auch 

niQ^ = mx^ + wy* + *^^^ 
ebenso 

^»iQ» =^mx' +2»»y* +2"'''^ 

also 

J.p ^= -^y* "1 -^»x "i -^x'j' 

Folglich: 

Jedes Polarmoment zweiter Ordnung ist die Summe von drei 
Planmomenten, deren Ebenen durch den Pol des ersten Momentes gehen 
und dabei auf einander senkrecht stehen. 

Natürlich ist auch 

■^p =^ -^tjt "T" -^x = -^*x "T" -^y ^ -^x: "1 -'*; 

was auch leicht in Worte zu kleiden ist. 
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338) Verschiebungssatz für das Planmoment zweiter 
Ordnung. 

Handelt es sich um das Planmoment T, =^ mx^, wobei die 

Ebene YZ durch den Schwerpunkt des Körpers gehen soll, imd ver- 
schiebt man die Ebene parallel zu sich selbst um 4^ e, so geht der 
Abstand x über in a? + e, also wird das neue Trägheitsmoment 

T^ =^m (x + eY =^mx^ +^nie^ +^2mex, 



nix. 



oder in 

Hier ist ^ mx^ das ursprüngliche Trägheitsmoment T,, e^^^fn = e^J 
das Produkt aus dem Körperinhalte und dem Quadrate der Ver- 
schiebungstrecke, ^ mx das statische Moment des Körpers in Bezug 

auf die durch den Schwerpimkt gehende FZ-Ebene, also gleich Null, 
so dafs man hat 

T, = T, + e'J. 

Folglich gilt der Satz: Verschiebt man die Ebene des Trägheits- 
momentes aus der Schwerpunktslage um + e, so wächst es um 

e^J, d. h. um das Produkt 
^^^ ^^^ aus dem Körperinhalte 

^ und dem Quadrate der 

Verschiebungsstrecke. 




339) Verschiebungs- 
satz für das axiale Träg- 
heitsmoment. 

Ist Tg das axiale Träg- 
heitsmoment eines Körpers 
in Bezug auf eine durch den 
Schwerpunkt gehende Achse, 
z. B. die X-Achse in Fig. 250 
und verschiebt man die Achse um + e, so verwandeln sich die Koordi- 
naten y und in (y — y^) und (z — ^sTj), und 



geht über in 



T,=ym{y - y,y + yrm{z - z,) 



oder in 



my^-\-y^my\ — ^2myy^"[- ^mjg^-f- ^^^? — y2mzz^, 
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= 0, 



^mzl==z\^m = z\J. 



Wie im vorigen Abschnitte wird ^^2myy^ == und ^ 2mzz^ 
dagegen 

^niyl = y\^m = ylJ und 
Man erhält also 

Folglich gilt der Satz: Verschiebt man die Achse eines Trägheits- 
momentes aus der Schwerpunktslage um e, so wächst das 
Trägheitsmoment um das Produkt aus dem Inhalte und dem 
Quadrate der Verschiebungsstrecke. 

340) Der Satz T^ = 2", -(- c* J" gilt auch vom Polarmomente 
zweiter Ordnung. Der Beweis ergiebt sich ebenso, wie vorher aus 

was sich auf T, + ^«^ reduziert. 



Fig. 851. 



B. Die einfachsten Formen, besonders von der Ordnung Null. 

341) Aufgabe. Die wichtigsten Trägheitsmomente des 
Rechteckskörpers 
zu berechnen. 

AufLösnng. Sind 
a, h und c die drei 
Kanten, so hat in Fig. 
251 jeder Horizontal- 
schnitt die Fläche ah 
und in Bezug auf die 
Grundfläche, wenn y 
der Abstand ist, das 
Trägheitsmoment a6y*. 
Dies giebt, wenn man 
die Schichtenformel an- 
wendet, far den ganzen 
Körper das Plan- 

moment ha — oder J— • 

Für die parallele Schwerpunktsebene wird nach Nr. 338 




^-K-Hif-^i- 



abc' 
12" 



In Bezug auf die durch den Schwerpunkt gehenden Koordinaten- 
ebenen ist also 

m abc^ y, ^ bca ' -, eab' 

■f-'s 12 I Jy« 12 t -t.x— 12 

Die Axiabnomente för die durch S gehenden Koordinatenachsen werden 
T. - 1.. + T., - "^ + ~ - ~ (*■ + =■)- n C' + «*). 

T, - n, + r,. - ^' + ^" - °^ («■ + «')- =^ («• + «•), 

Das Polarmoment fttr den Schwerpunkt wird 

WO ff die Hauptdiagonale ist. 

324) Atifgabe. Die wichtigsten Trägheitsmomente für 
den Kreiscylinder zu berechnen. 

In Fig. 252 ist jeder Horizontalschnitt 
gleich »■*«, sein Ti^beitsmoment beim 
Abstände y von der Grundfläche ist in Bezug 
auf diese gleich r^xy^. Nach der Schichten- 
formel ergiebt sich — 5 — ^ —r- als Träg- 
heitsmoment des ganzen Körpers in Bezug 
auf die Grundfläche. 

Für die horizontale Schwerpunktaebene 
wird nach Nr. 338 

T., - TT- - (r'«S) (^) _ -^ _ ^ . 
Das Polarmoment der Grundfläclie ist in 
Bezug auf ihren Mitt«lpunkt gleich -^, 
folglich das Trägheitsmoment des ganzen 
Körpera in Bezug auf die «Achse gleich —^ ^ -g- ^ T,- 

Für jede der beiden durch die 2-Achse gelegten Koordinaten- 
ebenen ist das Trä|^eitsmoment des Körpers halb so grofa, also 

" "^ 4 ' -^i" ■= 4 ■ 
Für die durch S gebende a-Achae ist 

T, - T.. + T„ - ^ + ^' - ^ (Sr- + »■), 





/ 
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Jp^ 




















^^-.^ 


,/ — -^ 
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für die y-Achse durch 8 ist ebenso 

-^y ^'^ -^xy "T" -^y« = 



''** + ¥ = ii (3''' + '**)• 



12 

Das Polarmoment zweiter Ordnung fQr S ist 

Mechanische Aufgaben über den Cylinder siehe unter Nr. 84, 86, 89, 
93, 94, 96 bis 106, wo es sich um Säulen, Achsen und Triebwellen, 
um schwingende Pendel u. dgl. handelt. 

343) Das wichtigste Axialmoment des Hohlcylinders 
mit den Radien r und r.. . 

Für den Kreisring ist das polare Trägheitsmoment -^ 1- 

= - (r* — rj( (r^ + rj) =: (r* + rj), das entsprechende Axialmoment 
des Cylinders ist also -^- (r* + rf) = ^ (r^ + rj). In der Mechanik ist 

statt J die Masse m = - einzusetzen, wo p in Kilogrammen, ^ = 9,81 

in Metern gegeben werden kann. (Besser ist es, mit Tonnen und 
Metern zu rechnen.) 

Hierzu vergleiche man die Aufgaben unter 86, 88, 90 über 
hohle Achsen, Hohlsäulen, Schleif- oder Mühlsteine und Sdiwungringe. 

344) Das Gegebene reicht auch ^^'8 ^^ 
hin, in die Theorie der Atwoodschen 
Fallmaschine einzuführen.*) Ist 
nämlich m die Masse des treibenden 

Übergewichtes, 21^) "= w^ ^^^ ^^^ 

beiden Schleppgewichte, m^ die des 
Ringes, m^ die jedes durchgehenden 
Radarmes, wobei der schraffierte Körper 
doppelt genommen ist, wofür die 
Achse weggelassen ist, so hat man 
als gesamtes Trägheitsmoment 

(m + m,) r'+2' - - H Y~ ' 

denn die aufgehängten Gewichte bewegen sich mit derselben Ge- 
schwindigkeit, als ob sie am Rande des Kreises angebracht wären, so 




*) Dieses und die folgenden Beispiele aus der Dynamik können auch an 
Nr. 43 angeschlossen werden. 
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dafs der Widerstand durch (m + wj r* dargestellt ist. Für obiges 
kann man schreiben 

denn die Flächendiagonale d^ des Rechtecks ist gleich 2/*^. Das 
statische Moment der Triebkraft ist p = w^r. Die Beschleunigung 
am Radius 1 wird nach der Mechanik 

»tat. Moment der Triebkraft mr 



gesamtes Trägheitsmoment ^ 2 wi r* m. (r* + r*) 

(»» + ^i) »•* H ^ H 2 — - 

Die Beschleunigung am Radius r ist r-mal so grofs^ also hat das 
treibende Übergewicht die Beschleunigung 



9x=9 



mr^ 



(m + Wj) r* H 1- 



2 w^rj tWg (r* + rj) 



3 ' 2 

Die Fallbewegung des Übergewichtes geschieht nach den Formeln 
V = g^ty h = -g^i^*, V = y2gji. Die Fadenspannung des rechts 

hängenden Fadens ist (m -h Y; (ff — 9i)f die des links hängenden 

-^ (y -f- ^j), die Reibung hat die Diflferenz beider Spannungen zu über- 

winden, wenn kein Gleiten stattfinden soll. 

Einige Beispiele werden zeigen, wie leicht sich jetzt 
Fig 254 jjjj^ Hülfe des Satzes von der Erhaltung der Arbeit ge- 
--li wisse Bewegungsprobleme ansetzen lassen. 

345) Aiifgabe. Ein Cylinder, um den ein bei 
Ä befestigter Faden gewickelt ist, falle senkrecht 
herab, werde aber durch den Faden zur Um- 
drehung gezwungen. Welches sind dieBewegungs- 
formeln? 

Auflösung. Ist sein Gewicht p, und senkt er sich 
um hj so ist die Arbeit der Schwerkraft ph. Ist die ent- 
sprechende Fallgeschwindigkeit v, so ist die Drehungsgeschwindigkeit 

an der Peripherie &■ ^ —, die Arbeitswucht (Energie) also 

(-Y 

^ = -2-+T- = - +-VJ--2 ,mv\ 

Ebenso grofs mufs die geleistete Arbeit ph oder mgh sein. Aus 
mgh =» -^mv^ folgt v = Vjgh = ]/2 lj9)h, während die ent- 
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sprechende Formel beim freiem Falle lautet V^A. An Stelle von g 
tritt also hier %5f, die drei Fallformeln sind demnach hier 

Durch .den Drehungszwang wird also die Fallge- 
schwindigkeit für jeden Zeitpunkt auf % der freien Fall- 
geschwindigkeit herabgesetzt. 

Wie grofs ist die Fadenspannung bei diesem Beispiele? Es 

ist ^ — gi= g — 4 fl' = f 7 d^® Spannung also ^ | = ? * Oder wenn 

man den Vorgang eingehender analysieren will: Die Fadenspannung 
ist die Kraft, welche die Drehung hervorruft. Die Beschleunigung 

der letzteren ist am Rande ^g^ am Radius 1 also y = -^ • Gleichzeitig 

ist aber 

Moment der Kraft p^ r 2p^' 

'^ Trägheitsmoment wr* wr ' 

wo p^ die drehende Kraft ist. Es folgt ^ = ^ , d. h. ^i = ^ = ^ • 

Die Fadenspannung beträgt also nur den dritten Teil 
des Cylindergewichtes. Dieses Resultat soll später 
zur Aufklärung über gewisse Reibungsverhältnisse be- ^^^ ^^ 
nutzt werden. Statt den Faden bei A zu befestigen, /Ou4 

kann man ihn dort über eine leicht bewegliche Rolle 

legen und durch das Gewicht ^ anspannen. Der am 

Faden herabrollende Cylinder p hält dann dem Gewichte - ^11 

das Gleichgewicht, wie leicht experimentell bestätigt 
werden kann. 

Gewöhnlich wird die behandelte Aufgabe anders angegriffen. 
Man betrachtet B als augenblicklichen Drehungspunkt des Cylinders, 

so dafs das Trägheitsmoment -— um mr^ zu vermehren und gleich 
-mr^ zu setzen ist. Das Moment der Triebkraft in Bezug auf B ist pr, 
also ist die Winkelbeschleimigung y = -^ — = - — ^ = r-^ • Der 

Punkt M befindet sich am Radius r, bewegt sich also mit der Ge- 
sch windigkeit g^= -^ r = ^g. Das Resultat ist dasselbe wie oben. 

346) Noch stärker läfst sich der Fall verlangsamen, wenn der Faden 
nicht um die Scheibe oder den Cylinder, sondern um eine Achse 
mit dem kleineren Radius q gewunden wird. (Vgl. Nr. 93.) 



<^ 
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Ist die Fallgeschwindigkeit v, so ist jetzt die Winkelgeschwindigkeit 
d" = —' Vernachlässigt man das Gewicht der Achse, welches ein- 
zurechnen übrigens keine Schwierigkeiten macht, so wird die Arbeits- 
wucht 

~2~ "^ 2~~~2~"T- 2~ ~^ ~ 2 ' 2 p« * 

Setzt man dies gleich der Arbeit ph der Schwerkraft, d.h. = mghy 
so folgt 



-'-y2(»4^)». 



An Stelle von g in der Freifallformel v = Y^gh tritt also 

2 g« 

was als Beschleunigung in die drei Bewegungsformeln einzufiihren ist. 

2 D* o 

Macht man z. B. r = 10 p, so wird g. = 07^^ , . ^ 1 = ^* Di^ 

Fallgeschwindigkeit wird also der 51. Teil der Freifallgeschwindigkeit. 
(Entsprechende Versuche über Unterrichtszwecke lassen sich mit dem 
Rade der Atwoodschen Fallmaschine machen, um deren Achse man 
Fäden gewickelt hat.) 

Die Fadenspannung wird hier gröfser als bei der vorigen Aufgabe, 

denn es ist g — g^ = g — g ^«^g^, = ^fg^« ' *^^^ ^^® Spannung 

j^g— , = , r. -^' Oder, wenn man die obige Betrachtung wieder- 

2 p* 

holen will: Aus g^ = g ^ ^ . ^ folgt als Winkelbeschleunigung 

(am Radius 1) y = - = -f if 1 « • Dieselbe Winkelbeschleunigung 
wird durch die Fadenspannung p^ hervorgerufen, so dafs auch 

Eraftmoment p^ p 

•^ Trägheitsmoment mr* 

ist. Aus der Gleichsetzung der rechten Seiten ergiebt sich die 
Fadenspannung 

tngr* pr* 

Pi — r«+ 2p* ~ i^ +~27« ' 

Ist z. B. r = 10(>, so folgt Pi = ^^2), wo p das Cylindergewicht ist. 

Man bemerkt, dafs bei der Herabsetzung der Freifallbeschleunigung 
von g auf ^^ die Fadenspannung um ^ des Gewichtes vermindert wird. 
Dies bestätigt die obige Bemerkung über den Ausdruck m{g — g^). 
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Fig. 256. 



Der Grund, weshalb wir auf die Fadenspannung überhaupt ein- 
gingen, wird sich aus der folgenden* Aufgabe ergeben. 

347) Der Cylinder ist wiederum mit einem Faden um- 
wickelt. Das Ende desselben sei aber bei Ä an der schiefen 
Ebene mit Neigung a befestigt, 
auf welcher der Cylinder herab- 
rollen soll. Beschleunigung und 
Fadenspannung sollen berechnet 
werden, ohne dafs die Reibung 
berücksichtigt wird. 

Beim senkrechten Fall ergab sich 

unter Drehungszwang v = y2(jg\h. 
Man braucht nur { sin a für h zu setzen, 

um hier v = ]/2 (y ^) l sin « zu finden, so dafs an Stelle yong^ = y^ jetzt 

g^ = Y^ sin a als Beschleunigung tritt. Man kann aber auch so, 

wie vorher, die Gleichung der Erhaltung der Arbeit benutzen, oder 
auch B als Drehungspunkt betrachten. Das statische Moment der 
Schwerkraft in Bezug auf B ist dann pr sin a, das Tragheitsmoment 

aber 







2 



-|- mr* = -g mr^. Es folgt die Winkelbeschleunigung 



prsin a 

r -= -r—r 



2 



mr' 



2 g sm a 

8 r 



7 



also für M, d. h. fiir den Radius r, das r-fache oder g^^=i —g sin a. 
Die Drehung wird, wenn keine Reibung vorhanden ist, durch die 

Fadenspannung p^ hervorgerufen^ so dafs auch ist: y = ^^ = -^- • 

Gleichsetzung beider Ausdrücke für y giebt 2 

mg sin tt p sin cc 
Pi = 3— — —3— • 

348) Diese Fadenspannung giebt uns an, wie grofs die 
Reibung mindestens sein mufs, um das Herabgleiten zu ver- 
hindern und die Cylinderbewegung zu einer rein rollenden 
zu machen. 

Ist also der Reibungskoeffizient für Gleitung ft, die Reibung selbst 

f) 8111 C£ 

also hier ^p cos «, so ist im vorliegenden Falle fip cos a = ^^7— , d. h. 

^ = I tang a. 

Bei den gleitenden Körpern ist bekanntlich der Koeffizient 
^ = tanga; man hat also für den rollenden Cylinder das 
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bemerkenswerte Resultat, dafs sein Gleiten schon durch den 
dritten Teil derjenigen Reibung verhindert wird, die einen 
nicht rollenden Körper vom Gleiten abhält. Mit anderen 
Worten: Bei nicht rollenden Körpern findet das Gleiten 
bereits statt bei tang « ^ ft, bei dem rollenden Cylinder erst 
bei tang a^3ft. Die Steigung der schiefen Ebene darf also 
hier die dreifache sein, ohne dafs Gleitung stattfindet.*) 

Ist z. B. der Reibungskoeffizient ft = 0,2, so folgt aus tang a = 0,2 
der sog. Reibungswinkel 11® 18' 40". Sobald die Neigung gröfser ist, 
beginnen ebenflächige Körper zu gleiten. Der rollende Cylinder aber 
gleitet erst bei tang « = 2^ = 0,6, d. h. bei a = 30® 57' 50". Sobald 
der Winkel kleiner ist, findet lediglich ein Rollen statt, und ab- 
gesehen von der geringfügigen rollenden Reibung gelten die oben 
entwickelten Bewegungsformeln. Ist dagegen die Neigung gröfser, so 

findet Rollen und Gleiten zugleich 
^g «T)?. statt. Dies ist ein ganz anderer Fall 

mit besonderen Bewegungsgleichungen. 

Später soll auf diesen schwierigen Fall 

noch eingegangen werden. 




349) Das obige Resultat ändert 

sich sofort, wenn der Cylinder unter 

Auflagerung auf eine Achse auf 

der schiefen Ebene herabrollt. 

Zunächst werde hier wiederum die 

Reibung weggedacht, dafür aber ein Faden, der bei A befestigt ist, 

um die Achse gewunden. Nach Art der obigen Entwicklung erhält 

man als Beschleunigung des Punktes M 

als Winkelbeschleunigung (am Radius 1) also 

_9i _ 2gBixiaQ 

Die Fadenspannung p^ am Radius q giebt aber für dasselbe y 
den Wert 



*) In mehreren Lehrbüchern und Abhandlungen finden sich in dieser Be- 
ziehung irrtümliche Ableitungen, die auf der falschen Annahme fufsen, dafs der 
HeibungsYrinkel derselbe bliebe. 
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Aus der Gleichsetzung beider Werte ergiebt sich als Faden- 
spannung 

mgr* sin a p sin ar* 



Pi = ^f 



Ist z. B. r = lOp, so wird p^^ =p9ina^^' Ebenso grofs mufs 

die gleitende Reibung sein, wenn das Gleiten verhindert werden und 

blofses Rollen stattfinden soll. Der Koeffizient berechnet sich für 

den Grenzfall aus 

p sincrr* 

also 

r« 



^ = ,:iqp-27«^^^8«, 



60 



im gewählten Beispiele also « = jj tang a, so dafs der Grenzwinkel 



51 



aus tang a = t^ [i zu berechnen ist. 



Ist z. B. wieder /ü ^= 0,2, so wird der Grenzwinkel, wie aus 



51 



tang cc = ZF.' 0,2 folgt, a = IP 31' 50", während er für nur gleitende 



Körper war: 11® 18' 40". Der Unterschied ist also jetzt ein 
weit weniger auffallender als bei dem einfach aufliegenden 
Cylinder, wo der eine Winkel fast dreimal so grofs war als der 
andere. 

Ein entsprechender Versuch kann wieder gemacht werden, indem 
man das R^d der Atwoodschen Fallmaschine mit der Achse auf 
zwei parallel gestellte Lineale legt und so auf schiefer Ebene herab- 
rollen läfst. Angenommen, der Reibungskoeffizient wäre 0,2, so würde 
bei a gröfser als 11® 31' 50" fast nur ein Herabgleiten, kaum ein 
Rollen bemerkbar sein, während ein Cylinder noch bei nahe 30® 58' 
einfach herabrollen würde. Für p = 0, d. h. für unendlich dünne 
Achsen, hört der Unterschied ganz auf. 

Versuche dieser Art sind mit so einfachen Hülfsmitteln durch- 
zuführen und werfen so überraschendes Licht auf die entsprechenden 
Punkte der Bewegungslehre und der Reibungstheorie, dafs ihre Nicht- 
berücksichtigung in den Lehrbüchern eine erhebliche Lücke bedeutet. 

350) Nur noch ein Beispiel für die schiefe Ebene sei angegeben: 
das der herabrollenden Kugel unter dem Einflüsse der Reibung 
oder des um den gröfsten Kreis gelegten Fadens. Das Trägheits- 
moment der Kugel war schon in Nr. 174 abgeleitet worden. Die 
Arbeitsgleichung würde hier lauten 

yl =jji sina = -^ + (^ wr«) ^ = ^ "f" (y»»»-*) -2= "5 "2 " 

IlolzmüUor, Ingenieur -Mathematik. I. 18 
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Aus der Gleichung folgt als Geschwindigkeit des Mittelpunktes 

als Beschleunigung desselben also (/i == y^ sijia, sodafs die Winkel- 
beschleunigung ist 

5 ^ sin a 

Die Padenspannung p^^ giebt aber die Winkelbeschleunigung 

-r mr^ 

5 

Gleichsetzung beider Werte bestimmt die Fadenspannung als 

Pi = jP sin a. 

Ersetzt man für den Grenzfall p^ wieder durch die Reibung, so 
folgt 

/üjp cos « = yI' sin a , 

d. h. f* = y ^^S « ^^^ ^^g ^ = yf*- 

Daraus ergeben sich wiederum entsprechende Folgerungen. Beim 
Reibungskoeffizienten /ü = 0,2 würde tang a = -^ 0,2 = 0,7 den Grenz- 
winkel « = 340 39' 30" (statt 1P18'40") für das blofse Rollen er- 
geben. 

351) Da die Lehrbücher elementaren Charakters auf die ent- 
wickelten Unterschiede keine Rücksicht nehmen, kommen bisweilen 
gelegentlich der Reibung unmögliche Beispiele vor, durch welche die 
bestehenden Unklarheiten noch unterstützt werden. Fast nirgends wird 

man z. B. folgende naheliegende 
*"*« ^^- Aufgabe gestellt oder berücksichtigt 

finden: 

Ein Cylinder vom Gewichte 
^ V y p werde durch eine an seiner 

Wi^M!^^m^^imMm^>^. Achse angreifende Horizontal- 

kraft p^ auf horizontaler Bahn 
bewegt. Wie grofs mufs die gleitende Reibung mindestens 
sein, damit nicht Gleitung, sondern nur Rollen entstehe? 

Zunächst werde wieder von der Reibung abgesehen und das 
Rollen durch einen Faden, der bei A befestigt und um den Cylinder 
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geschlungen ist, erzwungen. Legt nun der Angriffspunkt den Weg h 
zurück, so ist die Arbeitsgleichung 



Daraus folgt die Geschwindigkeit 



2 



für den Punkt M also die Beschleunigung g^ = ^^ und demnach 
die Winkelbeschleunigung y = ^^^ • Wie früher ist zugleich die 
Fadenspannung P2' y = ^—i = -^ , ^nd durch die Gleichsetzung 

//• w www w 

~2~ 

erffiebt sich — = ^^ oder «, = ^ • 

Wie grofs also auch das Gewicht und der Radius des 
Cylinders seien, die Fadenspannung ist in allen Fällen der 
dritte Teil der Zugkraft. 

Soll demnach auch ohne Faden nur Rollung ohne jedes 
Gleiten stattfinden, so mufs die Reibung mindestens der 
dritte Teil der Zugkraft sein. Sie ist aber in diesem Falle fij>, 

also ist der Minimalwert für /ü zu berechnen aus ^ap = -^ , d. h. er 
ist u = — • 

Sobald ft < ?- oder i>i > 3 ft^ ist, findet Gleitung und Rollung 

zugleich statt, und ganz neue Bewegungsgleichungen sind zu bilden. 
Ist z. B. fi = 0,2, so mufs p^ unterhalb Ofip bleiben, damit nur 
Rollung stattfinde. 

Unter dieser Bedingung bewegt sich dann Jtf, abgesehen von der 
geringfügigen rollenden Reibung, nach den Formeln 



die Drehung aber gehorcht den Formeln 



^ 8mr ' 2 3 i»r ' r 3 mr 

352) Wie aber erfolgt die Bewjegung, wenn jene Be- 
dingung nicht stattfindet, d.h. wenn |)j >3/[i|) ist? 

Die Lösung ergiebt sich durch folgende Hülfsaufgabe, die auch 
an sich nicht ohne Interesse ist. 

18* 
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Ein Faden sei um einen Cylinder yom Gewichte p ge- 
schlungen; er werde durch eine Kraft q bei A senkrecht 

nach oben gezogen. Wie bewegen sich die 
Pig 269. Punkte M und A, und wie dreht sich der Cy- 

linder? 

Auflösung. Man zerlege p va q und p — q. Die 
Kraft q und die nach oben gerichtete ( — q) bilden das 
Kräftepaar, welches den Cylinder in Drehung versetzt, 
die Kraft p — q zieht ihn nach unten. Die Drehung 

erfolfft also mit der Beschleuniffunj? y = , ^ = — 




m 



mr 



2 Q 

also am Rande mit der Beschleunigung ^i = — • Die 
Senkung des Punktes M geschieht mit der Be- 
schleunigung g^ = ' Der Punkt B senkt sich 

erstens mit der Beschleunigung g<^, steigt aber zweitens 
mit der Beschleunigung g^, seine wirkliche Beschleu- 
nigung, ebenso die von A, ist demnach 



P — q ^ 

"2 */l ^ 4M 



2g 
in 



p — Sq 



m 



(Ist ^ .== 3 g, so steht A still, was mit dem früher behandelten Falle 
übereinstimmt.) 

Es ist nicht überflüssig, auch hier den Satz von der Erhaltung 
der Arbeit zu prüfen. Die Arbeitswucht der bewegten Masse ist 

— — \-T—- Ist h die Senkung von Jf, so ist v = y2g2hy also 

«M 41* 

—-== mg^h = (p — q)h. Ist fem er (o der Drehungsweg für den 
Radius 1, so ist die Winkelgeschwindigkeit ^ = y2y(o, also 



T ^ = 



mr' 



mr' 



2q 



. y(o = - - . — " CO = qrG). Nun ist aber cd :h = y : q^ 
' 2 mr ^ ' *" 



2q p — q 



2ph 



»' 



2q*h 



= ^ . ^_. _^ also CD = -""- , • FolgUch ist T V = grcö = ^^ 

mr m ' r(r> — a) ^ 2 ^ p — 



p — q 

2q*h 



Die Summe der Arbeitsfähigkeiten ist also {p — q) h +.— ^ 

= -— — [p + 3g^ — '^PQ]' Is^ dies eben so grofs wie die geleisteten 

Arbeiten? Die Kraft p hat den Weg h nach unten, die Kraft q den 
Weg Ai nach oben zurückgelegt; die Leistungen sind also zusammen 

ph — q\. EsistaberAi:Ä=^3:^, = -^^^: ^?, also /*i = Ä^^*^ 
und qh^ = qh^-^~^—' Die Arbeitsleistung ist also ph — qh---—^- 
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= — 1_— [p* + 3 ^* — ^i'?]- Dißs stimmt mit dem obigen Resultate 
überein ^ die Giltigkeit des Satzes ist also nachgewiesen. 

353) Die Anwendung auf das Reibungsproblem ist nun sehr einfach. 
Das Gewicht des Cylinders sei wiederum 
/>, die ziehende Kraft p^^ die gleitende ^** *^" 

Reibung q = ^p und Pi > 3 g, wie yoraus- 

gesetzt werden musste, um Rollung imd I M \ ^ P, ^ 

Gleitung zugleich zu erhalten. Die rollende V J ^ 

Reibung bleibe unberücksichtigt. Die ^.^^^j^ f ^fe^^^^ 
Beschleunigung der Drehung erfolgt 

durch das Eräftepaar + ä' am Radius r, ist also y = — ^-y- 

= — ^ = -^ • An der Peripherie ist die Beschleunigung g^ = 2 (ig 
Der Eraftüberschufs pj — q = p^ — ^ip bringt die davon unabhängige 
Beschleunigung yon M hervor, und diese wird g^ = ^' ^ ^ - • Die 
Schleifiing des Punktes B hat die Beschleunigung 

Pi — HP o Pi — SfAj) 

(Das Schleifen ist Null, sobald ft = 3 fip ist. Es findet statt, sobald 
l?! > 3fij9 ist, es findet nicht statt, sobald l>i<3fA/) ist. Die 
Anfangsgeschwindigkeit war als Null vorausgesetzt.) Der von M 
zurückgelegte Weg l verhält sich zum Reibungswege l^ wie g^ zu g^ 
Die Arbeitsgleichung würde sein 

wo der letzte Posten die Reibungsarbeit ist. Dafs aber 

ist, war schon bei dem Hülfsbeispiele nachgewiesen worden. 
Die Bewegungsgleichungen für M sind 

^^p^-t^Pt, i^^Px-'f^Pfi, „^-i/^hZiFi. 

die Gleichungen für die Drehung sind 

^ = iM<, 0, = !?^^, ^ = 1/2^*«,. 

r ' 2 f ' fr 

Das Schleifen geschieht nach den Formeln 

p.-^^ ip._-^p^ „ i/s^IHüyji,. 
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Ist die Reibung fti? > ^- , so wirkt sie trotzdem stets nur in der 

Stärke (ip=r^. Setzt man dies ein, so wird das Schleifen Null, 

und die Formeln werden die früheren. 

Die Richtigkeit des Ganzen kann man erproben, indem man 
untersucht, ob der Satz von der Erhaltung der Arbeit gewahrt bleibt. 
Man legt dabei bequem das Ende der ersten Sekunde zu gründe. 

An einem allgemeineren Beispiele soll dies durchgeführt werden; 
der Abwechselung halber werde dabei die Behandlung g^ndert. 

354) Ein beliebig gestalteter Körper rolle unter Achsen- 
lagerung von schiefer Ebene herab. Die Achse habe den 

Radius q^ und ihre Mittellinie 
i^i« 261. gehe durch den Schwerpunkt des 

Körpers. Wie erfolgt die Be- 
wegung? 

Zunächst sei die Reibung Null und 
das Drehen durch den bei A befestigten 
und um den Cylinder geschlungenen 
Faden erzwungen. Die Bewegung ist 
Drehung um M und gleichzeitige Ver- 
schiebung oder auch Drehung um den jedesmaligen Berührungspunkt 
B allein. Das Moment der Schwerkraft in bezug auf diesen ist 
j!)sina, die Winkelbeschleimigung also 

PQ %ma tupsina 

^~ T + mQ*~^ T + MQ*' 

Ebenso grofs ist die Winkelbeschleunigung der Drehung um M, 
Die geradlinige Beschleunigung von M ist 

PQ* sina niQ* Hin a 

9i—yQ — T-\-mQ^~^ T+mg*' 

Die Fadenspannung ist 

/- mg* \ . T 

p^ = mg sin« — mg^ = mg Bma[l — j^ _^ „^^, ) = mg sm« y_^^^^, > 

Soll die Reibung den Faden ersetzen, so muss sein 

T 
lip cosa ^ p sin« ^-qj^,; 

der Koeffizient also 

Der Reibungswinkel für gegebenes ft folgt schliefslich aus 

tanga = ft -— ^^r-^- 



Die Trägheits- und Centrifugalmomente der wichtigsten Körper. 279 

Ist tang a kleiner, so findet die Bewegung nach den soeben 
berechneten Beschleunigungen g^ und y statt. Ist tang a gröfser, so 
findet Gleitung und Rollung zugleich statt. Die Drehung entsteht 
durch das Kräftepaar + (ip cos a mit dem Hebelarme p, hat also die 
Winkelbeschleunigung 

fip cos ag iimg cos a ^ 

Yi — f 9 2" ' 

der Kraftüberschuss |) sin a — ft^; cos a giebt die fortschreitende Be- 
schleunigung für Mj nämlich 



Ol 



p sin a — ap cos a / . >, 

== ^-^- = g (sm a — fi cos a). 



An der Peripherie ist die Drehbeschleunigung 

iip cos ag* utn cos ccg* 
92 — YiQ = T = ^ T ' 

die Beschleunigung des Schleifens ist also 

/ • T + mg\ 

9s=9i—92'^9 (sma — fi cos« — -t~^) ' 

(Das Schleifen ist Null, sobald fi < tang a — j, ^ ist, die Probe 
stimmt also. Ist die Reibung gröfser, so wirkt sie trotzdem nur wie 
die Padenspannung, nämlich nach dem Gesetze [i = tang a — ^^ — •) 

355) Eine weitere Probe werde gemacht, um zu zeigen, wie es 
sich bei Reibungsproblemen mit dem Satze von der Erhaltung der 
Arbeit gestaltet. 

Ist zunächst l^ der von M zurückgelegte Weg, so ergiebt sich 
der Gleitungsweg aus der Proportion ^3 : ^i = ^3 : 9i als 

T + mg* 
sin a — fi cos a -= 

la = L — = L . • 

* * ^1 *■ sin a — n cos a 

Man setze nun folgende Arbeitsgleichung an: 
Arbeit der Kraft = Energie der Massenbewegung + Reibungsarbeit, 
oder 

Arbeit der Kraft — R^ibungsarbeit = Energie der Massenbewegung, 
also 

T+7ng* 
sin a — fi cos cc == , ^^ , 

pL sm a — up cos aL = = —^ — \- 1 —- 

^ ^ ^^ * sm a — fi cos a 2 ' 3 
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Ist diese Gleichung richtig? Als Zeitpunkt wähle man z. B. das 
Ende der ersten Sekunde. Dann ist 

T g / ' \ /• \Q. f'P cos ao 

(^ = ^ (sin a — fi cos a), v = g (sm a — fi cos a) , ^ = y=z ^-^— ^ — - • 

Durch Einsetzung dieser Werte formt sich die linke Seite um zu 



P9 
2 



fsin^ a — 2 fi sin a cos a + ft* cos^ a — ^ • 



Fig. 262. 




Die rechte Seite fahrt auf denselben Wert. Die Probe mit dem 
Satze von der Erhaltimg der Arbeit stimmt also gleich&Us. 

Dem Leser bleibe es überlassen, eine 
ganze Schar hierher gehöriger Aufgaben, 
z. B. solche, bei denen es sich um das 
Hinaufrollen handelt, selbst anzusetzen. Um 
jedoch zu zeigen, wie man die Schwierig- 
keiten des Ansatzes in mannigfacher Weise 
überwinden kann, behandeln wir noch ein 
verwandtes Beispiel. 

856) Ein Faden sei über eine leicht- 

bewegliche Rolle gelegt, deren Masse 

Null sei. An dem Ende A sei ein Gewicht befestigt, das 

andere Ende sei um einen Cvlinder vom Radius r und vom 

Gewichte p^ geschlungen, der infolge 
der Fadenspannuug und Schwerkraft 
abrollen wird. Wie erfolgen die ein- 
zelnen Bewegungen? 

Auflösung. Sinkt ^ mit der Beschleu- 
nigung g^ statt (/, so bleibt die Fadenspannung 
S = (g — g^) ni^ . Da die Masse der oberen 
Rolle als Null angenommen ist, so herrscht 
auf der andern Seite dieselbe Fadenspannung. 
Damit ist die Aufgabe auf eine frühere 
zurückgeführt, bei der es sich um die 
Fadenspannung g statt S handelte, nur ist 
noch die Unbekannte g^ darin. Dort erfolgte 
die Drehung mit der Winkelbeschleunigung 



Fig. 2fi:J. 




4 




y = - = -— - — - , an der Peripherie also mit 7, = — = - '-^ — "-^- 
M dagegen sank mit der Beschleunigung g^ = -^— = ^'i?-Z: *"«_^ IT ?i} . 



Wl Wj 



Die beiden Bewegimgen von B sind entgegengesetzt, die wirkliche 
Bewegung also 
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und dies ist zugleich die Beschleunigung g^ von A^ sodass 



3w,gf — 3i/t,^, — ft^g 



Daraus folgt 



^^ m 



1 



•^^ 3m, + wi, ^ 3p, + pi 



Dies in die Gleichungen für y und g^ eingesetzt, giebt die Winkel- 
beschleunigung 

^ ^^>i^ ^ ^Pi9 

filr Jlf aber die Beschleunigung 

^ ^1 + ^1 ^ Pi + Pt 
^1 ^ ?«! + 3m, ^ Pt + ^P% 

Setzt man z. B. j?^ = S^jg, so wird, wie in einem früheren Bei- 
spiele, ^2 = 0, ^j = y g. Setzt man ^^ = <x> , so wird g^ = g, womit 

A die gröfste mögliche Geschwindigkeit erhält. Dabei wird g^ = ^^ 

was die geringste Senkungsbeschleunigung ftlr M giebt. (Ein Steigen 
von M würde nur möglich sein, wenn man das Gewicht p^ durch eine 
Kraft ersetzte, die nicht an die Maximalbeschleunigung g gebunden ist.) 
Berücksichtigt man die Masse der oberen Rolle, so wird die 
Lösung nicht viel schwieriger, nur ist natürlich die Fadenspannung 
rechts eine andere, als links. Ist nämlich die Spannung links wieder 
S = m^ (g — g^)y so würde, da die Rolle am Rande die Beschleunigung g^ 

erhält und ihre auf den Rand reduzierte Masse -^ ist, für die Spannung 



rechts nur übrig bleiben S ^ g^ oder S^ = m^{g — ^2) ^ 9% 



= n^g — g^ (^4 + -^) • Von jetzt ab ist die Aufgabe zu behandeln 
wie vorher. 

357) Auch die Schwungradtheorie läfst sich mit den bisherigen 
Hülfsmitteln behandeln. Man kann bei gegebener Schwungmasse die 
Gröfse der Schwankungen in der Geschwindigkeit und umgekehrt aus 
der zulässigen Schwankung die Schwungmasse berechnen. Über 
dieses Kapitel vergleiche man den Anhang. 

Zu entsprechenden Beispielen können noch herangezogen werden 
der Drehungskörper mit symmetrischem Schnitt in Nr. 125, besonders 
der ringförmige Wulst in Nr. 126, die Kugelbetrachtungen in Nr. 174 
und 175, besonders die Stofs- und Pendeltheorie, die Energiezunahme 
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der sich zusammenziehenden Erde in Nr. 177, die Drehungsparaboloide 
verschiedener Ordnung in der Tabelle des Abschnittes 188. 

Man erkennt, welch reichen ÜbungsstoflF man schon an diese ein- 
fachsten Körperformen anschliefsen kann, und wie viele wichtige Kapitel 
der^ Mechanik nur mit Hülfe der Trägheitsmomente erschlossen werden 
können. 

358) In ähnlicher Weise wie der Kreiscylinder und der Rechtecks- 
körper können andere senkrechte Cylinder und Prismen bezüglich 
der Trägheitsmomente behandelt werden, da jede der früher besprochenen 
ebenen Flächen als Grundfläche genommen werden kann. 

Man beginnt mit T„. Ist F der horizontale Querschnitt, so folgt 

, und för den 



Fy^ als sein Trägheitsmoment, also wird T„ = 

Ist femer tx das eine 



Schwerpunktsschnitt wird Txy = -r^ == 



12 12 

axiale Trägheitsmoment der Grundfläche, so ist tgh das des Körpers für 
den entsprechenden senkrechten Schnitt, d. h. es ist Txz = txh- Ist ty 
das andere Axialmoment der Grundfläche, so wird Tyz == tyh. Für die 
senkrechte Schwerpunktsachse wird nun T, = Tx,+ Ty,, fiir die durch 
den Schwerpunkt des Körpers gelegte X-Achse wird T« = Tyx + T,*, 
för die F- Achse Ty = T,y + Txy. Endlich wird das Polarmoment 
für den Schwerpunkt des Körpers Tp = Txy + Ty, + T,,. 

(Auch fiir schräge Prismen und Cylinder lassen sich gewisse 
Momente leicht berechnen, andere aber erfordern Kenntnisse des 
nächsten Abschnittes. So läfst sich z. 6. das schiefe Parallelflach oft 
in ein senkrechtes Prisma und zwei Dachkörper zerlegen, welche 
letzteren aber der Ordnung 1 angehören.) 
• 

Fig. iU. 




359) Im Anschlufs an Fig. 130 lassen sich auch die Trägheits- 
momente der Körper von der Ordnung Null stereometrisch ver- 
anschaulichen. Wegen der Querschnittsformel qy = Ty^ handelt 
es sich um eine Darstellung durch Körper von der Ordnung 2. So 
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ist z. B. das Trägheitsmoment des ersten Körpers in Fig. 264 gleich dem 
Inhalte des zweiten parabolischen und auch des dritten Körpers, sobald 
nur die letzteren statt der Grundfläche G die Grundfläche Gh^ erhalten. 
Das Axialmoment des ersten in Bezug auf die senkrechte Achse 
kann man durch ein Prisma oder einen Cylinder von derselben Höhe 
darstellen, dessen Grundfläche gleich dem polaren Trägheitsmomente 
der Grundfläche des ersten Körpers ist. Ist letztere z. B. ein Quadrat 

von der Seite ft, so hat man für die Hülfskörper die Grundfläche -^ 
zu nehmen. 

Fig. 266. 

Da hier und später für die Linien 
mehrfach Ausdrücke höherer Dimension auf- 
treten, so sei an folgendes erinnert. 

360) Um Ausdrücke wie a*, a^, a\ ... als 
gerade Linien darstellen zu können, mufs 
man neben der Länge a noch die Länge 
der Einheit kennen. Man bildet nun aus 1 
und a ein beliebiges Dreieck OÄqA^^, setzt 
auf OAi ein ähnliches, auf OA^ wiederum 
ein ähnliches und fährt so fort, dann erhält 
man OA^ als a*, OA^ als a^, OA^ als a* u. s. w. 
Dies folgt aus Proportionen wie l:a = a:x 
oder a: a^ = a^ : X u. s. w. 

Schaltet man als Winkelhalbierende die mittleren Proportionalen 
zweier aufeinanderfolgenden Strahlen ein, so erhält man auch die 

18 5 

Längen für a* , a* , 




a 



u. s. w. 



erhält man zunächst - , 



r« } 



f— 1 



1—2 



8 



Fährt man nach unten fort, so 

1. s. w., oder, was dasselbe ist, 

a~*, «—', a— ", u. s.w. Die so entstehenden Eckpunkte liegen auf 

einer logarithmischen Spirale. Hat man diese korrekt gezeichnet und 

läfst man die Winkeltheilung mit Hülfe des probeweisen Zirkel- 

abstechens auf einem Kreisbogen zu, so kann man alle Potenzen von 

a mit rationalem Exponenten im Prinzip konstruieren. Dreiteilung 

des Winkels y giebt dann bis zur Spirale reichende Strahlen von der 

11- 
Länge a* und a** 



C. Körper von der Ordnung 1. 

361) Der symmetrische Dreieckskörper mit rechteckiger 
Grundfläche. 

Ist G = ab der Oberschnitt, so ist der Horizontalschnitt in der 
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Höhe 2 gleich G x , also sein Trägheitsmoment in Bezng auf die 

untere Fläche ^ ^, so dafs nach der Schiditenformel fOr den ganzen 
Korper wird 
„ Gh* Gh* A' 

Verlegung nach dem durch 
S gelegten HorizoDtal- 
schnitte giebt 

T..-i^-j{t,,y 

- -18 oder auch -^ ■ 

(Oder: Der durch x ge- 
legte senkrechte Dreiecks- 
schnitt hat in Bezug auf die X-Achse das Moment -^, demnach ist för 




bh* 



Gh' 



den ganzen Körper das Planmoment T,^ = -; 

Der durch x gelegte senkrechte Dreieckssclinitt hat nach Nr. 32 
in Bezug auf die senkrechte Mittellinie das Moment -jg- , folglich ist 
filr den ganzen Körper 

hb' Jb' 

In Bezug auf den durch x gelegten senkrechten Dreiecksschnitt hat der 
Körper nach der Prismenformel 2*,, ^ {ä' 




Für die durch den Körperschwerpunkt gelegten Koordinaten- 
achsen erhält man also 
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T, = '^' + ^' = 5-l-(2Ä» + 3a»), r, = !g-' + !^' = ,4(3&« + 4A«), 



18 



12 



86 



24 



18 



72 



12 ' 24 

Das Polarmoment flir S wird 



^. = l^' + '^? = ä(2«* + &')- 



24 



Tp = T,, + T,, + T., = ^^ (6o« + 3fe« + 4Ä«). 

Nach der Querschnittsformel ^ e^ kann das Trägheitsmoment 

T^ dargestellt werden durch die in Fig. 267 gezeichneten parabolischen 
Cylinder dritter Ordnung oder durch das Drehungsneiloid, dessen Profil 
durch semikubische Parabeln gegeben wird. 

Auch fiir die anderen Trägheitsmomente lassen sich Darstellungen 
finden, die als Übungsbeispiele dienen mögen. 

362) Das Drehungsparaboloid. 

Der Schnitt in Höhe jßf ist G ^ , sein Trägheitsmoment in Bezug auf 



G 



die Grundfläche -j- f^^ also wird wie vorher 



T —1^ 



h 



Fig. 268 



^'y ~ 18 ~ 86 



A4 2 ' 

• 

Der Radius in Höhe z ist ^Vt^, <las 
Polarmoment des zugehörigen Kreises ist 
-— Tä- = ^ z^, also ist nach der Schichten- 

2/1" 2/1" ' 

formel für den ganzen Körper in Bezug 
auf die jßf- Achse 






(&:«^ «« 



2 3 



3 




Halb so grofs sind die Momente Tg, = Ty, 

= -T- • In Bezug auf die durch S gelegten Koordinatenachsen x und y 

hat man also 

a'x = T, , + T, . = J (*^ + ^) = ^ (A* + 3 r*). 

Ebenso grofs ist Ty, Endlich ist 

T,= T,,+ T,.+ T,, = jg + ^J + ?) = ;«(Ä* + 6r*). 

363) Bemerkung über die Körper von der Ordnung 1. 
Bei allen diesen Körpern, also auch beim elliptischen Paraboloid und 
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bei den umgekehrt aufgestellten parabolischen Gewölben von beliebiger 

Grundfläche, findet man zunächst Txy = -r^ • (Dies gilt auch von 

den entsprechenden Schrägkörpem, die aber vorläufig ausgeschlossen 
bleiben sollen.) Ty, und T^x ergeben sich mit Hülfe der beiden Axial- 
momente des Horizontalschnittes, T, mit Hülfe des Polarmomentes, wo- 
bei man die Summenprobe machen kann. Tx und Ty sind leicht zu 
bilden, ebenso Tp. 

Auch die Stumpfe dieser Körper sind leicht zu berechnen, 
da nur der Ausdruck fiir Aj vom Ausdrucke für \ abzuziehen und 
dann auf den Schwerpunkt zu reduzieren ist. 

D. Körper von der Ordnung 2. 

364) Der senkrechte Kreiskegel. 

Der Schnitt in der Höhe z ist, wenn G die Grundfläche bedeutet, 

jTt^^ j das Trägheitsmoment in Bezug auf die Ebene, auf die der Kegel 

mit der Spitze gestellt ist, wird aus ^ = ir, je?* nach der Schichten- 

formel als T« = ^j t- = —r- abgeleitet. In Bezug auf den Horizontal- 
schnitt durch den Schwerpunkt wird 

_Gh^ Gh/s.\^ 

xy 



-T-?e*)'-i«'- 



Für die senkrechte Achse hat der Querschnitt in Höhe z das Trägheits- 
moment 



W)* 



2 h* ' 2 2h* 

Die Schichtenformel giebt für den ganzen Körper 

' 2 h* 6 10 3 ' "io 10 ' 

Für jeden vertikalen Hauptschnitt wird das Trägheitsmoment halb so 
grofs, also ist 

rp /TT 3 Jr 

J-y» — -^« — -20" * 

Daraus folgt 

Ebenso grofs ist Ty. Das Polarmoment in Bezug auf den Schwer- 
punkt wird 



Die Träglieits- und Ceiitri^igalmoment« der wichtigsten ROrper. 287 

365) Parabolischer Cylinder. Der in Fig. 269 dargesteUte 
parsbolisclie Cylinder zweiter Ordnung, der symmetrisch von zwei 
parabolischen Flächen b^renzt ist, hat in Höhe z den Quer- 

Bchnitt Tt'* , ^° <^B ^>^ 
vorher 



Ghth* 



Oh* 



wird. Für den SchwerpunktB- 
schnitt wird 

. . , abh . , 
wobei J ^ -ö- ist. 

Der Oberschnitt habe ii 



Kg, S«B. 




Bezug auf seine Hittellinien die Tr^heits- 



dann sind ftir den in Höhe z li^^nden HorizontalBchnitt die Momente 






Für den ganzen Körper also wird 



»" T° 12Ä* 7 "" 8* ™ 3 8* "" 1 



r„ = 



12 fc' 8 



abhb* 
^ 3 12 " 



Das letzte Resultat könnte direkt nach der Prismenformel hingeschrieben 
werden. Folglich ist 



_»•'..! 



Jh* 



Tr^T^+T„~ l^-A» + ^ - 4(9ä' + 20 ft»), 

n = r^+r,. = |^A' + '^' = ^„(2iA* + 2o«»}, 

Das Polannoment fflr den Schwerpunkt wird 
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{(\'A A« _|- fiO /la 4- 
1680 



= ?^(63Ä« + 60a^+1406^). 



366) In derselben Weise sind alle Arten von senkrechten Körpern 
zweiter Ordnung zu behandeln, z. B. sämtliche senkrechten Pyramiden 
und Kegel, wobei die letzteren beliebige, z. B. auch elliptische Grund- 
fläche haben können. 

Die Trägheitsmomente dieser Körper können ebenfalls veran- 
schaulicht werden, z. B. Tu durch den von der Parabel vierter Ordnung 

X = ^^0^ begrenzten parabolischen Cy linder, dessen Inhalt ri^ == "y 

ist. Für ihn kann auch ein Drehungskörper eintreten, der von 
Parabeln zweiter Ordnung begrenzt ist. Sein Schnitt in der Höhe y ist 

^*^ = ri^; SO dafs die Gleichung der begrenzenden Kurve ist 

Die Stumpfe der Körper zweiter Ordnung sind nach der Subtraktions- 
methode zu behandeln, indem man vom Körper von der Höhe h^ den 
von der Höhe h^ abzieht. 

E. Körper gemischter Ordnung bis zur zweiten Potenz. 

367) Die Kugel. Dieser Körper ist bereits in Nr. 174 behandelt, 
und zwar ist für ihn 

T.,j=T,,= T,, = ^^r'7t = ^Jr\ also T, = T, = T, = 4 Jr^ 

das Polarmoment in Bezug auf den Mittelpunkt aber gleich -^Jr^- 
Demnach ist derjenige Radius, dessen Quadrat für alle Kugelpunkte 

das mittlere ist, zu bestimmen aus qI = — r'^^y^'? ^^ ^^^ 

Qp = ry^ ist. Dagegen ist der axiale Trägheitsradius p = ^Ky? 
der auf den Hauptschnitt bezogene Trägheitsradius der Halbkugel 

Q = ry\ , wie aus q^ = — v— folgt. Für den Horizontalschnitt der 

Halbkugel in der Höhe z ist nach 174 

q^ = r^nz^ — 7cz^ . 

Demnach kann das Trägheitsmoment der Halbkugel veranschaulicht 
werden durch den parabolischen Cylinder, der von der Parabel ge- 



Die Trägheit»- und Centrifiigalmomente der wichtigsten Körper. 289 



mischter Ordnung x = r^TCZ^ — uff" begrenzt wird, oder durch den 
Drehungskörper, dessen Schnitt in der Höhe y ist 

woraus sich die Gleichung der begrenzenden Kurve als 

x^ = r^z^ — ^ 
ergiebt. 

368) Das Drehungsellipsoid mit den Halbachsen a und 6. 

Geschieht die Drehung der Ellipse um die Achse fc, so tritt an 

Stelle des Kreisschnittes h^TC der Schnitt a^n, an Stelle seines Polar- 



0*11 



Fig. 370. 



momentes --- tritt — , das letztere 

entsteht also aus dem ersteren durch 

Multiplikation mit r^- Dasselbe gilt 

von jedem Horizontalschnitte. Dem- 
nach wird das Axialmoment des 
Ellipsoids (F- Achse als senkrecht 
betrachtet) 

oder, da der Inhalt des^ Ellipsoids gleich y J^ä 1-1 = ^ a^hn ist, 

Für jeden senkrechten Hauptschnitt ist das Moment halb so grofs, 
also 




'y 



Das Moment T,, ergiebt sich aus dem Kugelmomente, indem man 



a' 



jeden Horizontalschnitt mit r^ multipliziert, was 

giebt. Demnach wird 

= A a^hjc («s + 6») = T. . 
Endlich folgt als Polarmoment 



Uolzmttller, Ingenieur -M»themftiik. I. 

4 
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Der Radius, dessen Quadrat unter den Radienquadraien aller Ellipsoid- 
punkte das mittlere ist, ergiebt sich aus 



p* = ^ = — 



als 



1 /6« + 2 a« 

Pp= K— 5— 



Der axiale Trägheitsradius ist für die F- Achse q '=::ay^, fttr die 

X-Achse und Z- Achse q = ^Yd* + 6*. In Bezug auf die Haupt- 
schnitte des Halbellipsoids erhält man für dieses 

p =p =aKx> 9 =by^' 
Dieselben Resultate ergeben sich auf Grund der Gleichung 

^. + |i = l oder a;2 = a« — py% 
woraus sich die Trägheitsmomente der Querschnitte als 

"2~ 2r ~~h^^ + fe"*^J' "4"— 2r ~"&*^^ ^b*^]' 

ergeben, auf deren jedes die Schichtenformel anzuwenden ist. 

Entsteht das Drehungsellipsoid durch Drehung um die Achse a, 
so sind in allen Formeln a und b zu vertauschen. 

369) Das dreiachsige Ellipsoid. Die Achsen seien der 
Gröfse nach a, b und c, den Koordinatenachsen des vorigen Beispiels 
entsprechend. Das neue Ellipsoid entsteht aus dem vorigen durch 
konstante Verkürzung aller horizontal nach hinten gehenden Achsen 

c 

mittels des Faktors — • Jeder Horizontalschnitt wird in demselben 

a 

Verhältnis verkleinert, folglich wird 

oder, da -^abcTt der Inhalt des Körpers ist. 

Der horizontale Hauptschnitt hat in Bezug auf die o: -Achse das 
Trägheitsmoment —7-, welches aus -j— (dem des Kreises) durch 
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Multiplikation mit —3 entsteht. So ist es in jedem Horizontalschnitt, 
folglich wird 

Jeder solche Schnitt hat in Bezug auf die jer-Achse das Moment — r— , 

welches aus dem des Kreises, d. h. aus — — , durch Verkleinerung 

mittels des Faktors — entsteht. Demnach wird 

a 

Jetzt folgt 

Endlich ist das Polarmoment 

Dividiert man jedes Moment durch J, so erhält man das Quadrat des 
entsprechenden Trägheitsradius. So ist z. B. der Radius, dessen Qua- 
drat unter allen Radienquadraten das mittlere ist, 



=v 



a* + b* + c* 



Dieselben Resultate ergeben sich aus der Untersuchung der Schnitte 
in der Höhe y, nur treten dabei irrationale Ausdrücke auf. 

370) Kugelabschnitt. Nach Nr. 313 ist der Horizontalschnitt 

Qy = üd^n = 2rny — xy^, 
also das Trägheitsmoment in Bezug auf die Grundebene der Fig. 228 

2r7ty^ — jry*. 
Für den "Körper von Höhe h wird also 

Der Schwerpunkt erfordert nach Nr. 313 Verschiebung um 

h 8r — 3Ä 

so dafs fär die Horizontalebene durch S 

19* 
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ist, was sich noch vereinfachen läfst. Hier ist es aber vorzuziehen, 
mit den Hülfswerten A, und J zu rechnen. 

Das Polarmoment des Schnittes in Höhe y ist 

2, = ^ = f (2'-y - y*f = J (4r*y* - 4ry» + y*)- 

Demnach wird für den Körper in Bezug auf die senkrechte y-Achse 

^.-l(^'-V-*'i'+i")-"-f(T-'»+4 

Für jeden senkrechten Hauptschnitt wird das Moment halb so grofs, 
also 

Die durch den Schwerpunkt gelegten Koordinatenachsen geben neben 
dem obigen Ty noch 

ebenso 

was ziemlich komplizierte Formeln giebt, aber keine Schwierigkeiten 
macht. 

371) Kugelschicht. Sind r, h^ und Äg gegeben, so ist mit 
den Formeln in Nr. 314a zu arbeiten. Sind a, b und h gegeben, so 
ist die Formel 

x^ = (a« — A« - 2hz) + 2 (> + h) y — y^ 

aus Nr. 314b anzuwenden, aus der sich die Momente a;^y*, -r-, -g- 

leicht ableiten lassen. Die Resultate werden mit Hülfe der Schichten- 
formel auf den ganzen Körper ausgedehnt. 

372) Ellipsoidschichten. Sind die Schichten durch parallele 
Schnitte zu den Hauptebenen begrenzt, so sind die Formeln aus denen 
für die Schicht einer ebenso hohen Kugel abzuleiten. Am ein- 
fachsten geht man von den Hauptschnitten aus. 

Die Kugel vom Radius h hat in der Höhe y den Schnitt 

x^n = h^n — y^n. 

Der des Ellipsoids wird daraus abgeleitet, indem man zunächst mit 
^, dann mit j multipliziert, was 
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acn 



giebt. Man erhält tiir die Schicht von bis y den Inhalt 
z. B. von bis h den Inhalt des Halbellipsoids ^ahcn, 

Fig. 271. 





Multipliziert man den Schnitt mit y^, so erhält man in Bezug 
auf die Grundfläche sein Trägheitsmoment 

Für die Schicht von bis y ergiebt sich also 
Für das Halbellipsoid wird z. B. 

Die Grundfläche hat in Bezug auf x das Trägheitsmoment , was 

aus dem der Kreisfläche, -j- durch Multiplikation mit -^ (erst mit 

j, dann mit ,-3) hervorgegangen ist. So ist es mit jedem Schnitte, 

also auch mit der ganzen Schicht von bis y. Es folgt aus dem 
entsprechenden Trägheitsmomente der Kugelschicht, welches mit Hülfe 

= ^ (b^ — y^y = ^ (b* — 2b^y^ -|- y*) berechnet wird und 



von 



x*n 



4 
sich als 



J (6*, - 2^.« ?f + ^) 
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erpebt, 

Vür die Schicht von bis b z.B. ergiebt sich 



ca*' 



In Bezug auf j? hat die Grundfläche das Trägheitsmoment —r—y was 

aus ~ durch Multiplikation mit -rr hervorgeht. Aus dem Momente 
der Kreisschicht von bis y, d. h. aus 

ergiebt sich also 

Der Schwerpunkt der Ellipsoidschicht liegt in derselben Höhe, wie 
der der Kreisschicht. Für letztere ist 

6*7r V — « ^ "^ 

1 3 

Die Iteduktion auf den Schwerpunkt und die Berechnung von T,, ?V, 7» 
und Tp für sein Koordinatensystem sei dem Leser überlassen, da es 
sich um ganz einfache Rechnungen handelt. 

Damit ist auch die Angelegenheit der Ellipsoidsegmente und der 
beliebigen Horizontalschichten erledigt, denn dabei sind nur Subtrak- 
tionen oder Additionen auszuführen. 

il73j Das Drehungshyperboloid. 

Man benutze Figur und Grundformeln des Abschnittes 316, wo sich 



fl« 



1) a:« = a« + _y5» 

ergeben hatte, während die Schwerpunktshöhe war 

_ 3Ä 26« + ^« 

Die Trägheitsmomente der in Höhe y liegenden Horizontalschicht 

sind x^xy'j *^- und -^- , was mit Hülfe von 1) leicht auszurechnen 

ist. Die Formeln werden denen des Drehungsellipsoids analog. 

Der Übergang zum dreiachsigen Hyperboloid erfolgt ebenso, 
wie der vom Drehungsellipsoid zum dreiachsigen EUipsoid. 
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374) Für das zweimantelige Drehungshyperboloid sind 
die Formeln des Abschnittes 317 zu Grunde zu legen, mit denen ebenso 
leicht zu rechnen ist. Auch dort bietet der Übergang zur dreiachsigen 
Form keine Schwierigkeiten. 

Die Prismätoide sind auf Grund des Abschnittes 318 zu behandeln 
und haben geringeres technisches Interesse, ohne auf Schwierigkeiten 
zu fahren. 

F. Einige Korper höherer Ordnung. 

375) Ganz analog sind die Körper höherer Ordnung zu behandeln, 
bei denen Formeln wie 

^ = a + 6» + cy* + rfy* H 

oder 

a;* == a + 6y + cy^ + dy* H 

mafsgebend sind. Namentlich die mit diesen Formeln zusammen- 
hängenden Drehungskörper bieten interessante und einfache Übungs- 
beispiele. 

Sind die entsprechenden Reihen unendliche, so hat man sich im 
Konvergenzbereiche zu halten. 

Hätte man das dreiachsige Ellipsoid direkt berechnet, so hatten 

sich als Horizontalschichten Ellipsen mit den Halbachsen ay = -^)/6* — y* 

und Cy = .y?— -y* ergeben, was auf Trägheitsmomente von den 
Formen 

üy CyTty^ oder "^^ V^^ — V^) (c* — y*); 

^%cl nalc^ na^c^ , , , ^gx 

geführt haben würde, die sämtlich irrational sind. Die Irrationalitäten 
können mit Reihenentwickelung mittels des binomischen Lehrsatzes 
behandelt werden, was langwierig ist und zu den anschauungsmäTsig 
abgeleiteten Resultaten zurückführen mufs. 

376) Bezüglich der entsprechenden Drehungskörper lassen 

sich einige Resultate des Abschnittes IV benutzen. Hierher gehört 

die Formel 

, Centrifugalmoment 

* statisches Moment 
im Abschnitte 116 und der dazu gehörige Symmetriefall, die Formel 
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des Abschnittes 125 über den dort behandelten Symmetrie&ll und 
das Beispiel des Ringkörpers mit Kreisquerschnitt, für den in Nr. 126 

Ty = 2prV (pä + I r*) berechnet 

ist^ so dafs T^y und T^y halb so 
grofs sind. 

Schwerer ist T,, zu be- 
rechnen. Der Schnitt in der Höhe 
y über dem horizontalen Haupt- 
schnitte hat die Radien 




Die Schnittfläche wird also 

% = ^ (^l — ^2) = ^ (^1 + ^2) (^1 — ^2) = ^2p • 2yr^ — y- 

= 4:Q7eyr^ — y\ 

Ihr Trägheitsmoment in Bezug auf den horizontalen Hauptschnitt 
ist also 



q^y^ ^ ^Qny^Vr^ — y-. 



Fig. 373. 



Der variable Ausdruck y*")/r^ — y^ ist aber weiter nichts, als das 

Trägheitsmoment der Querlinie des Viertelkreises 
in Bezug auf den horizontalen Durchmesser. Die 
Anwendung der Schichtenformel auf diesen Aus- 
druck giebt also für die Schichten von bis r das 

Trägheitsmoment des Viertelkreises, d. h. - - • 

Demnach giebt 4y*")/r' — y^ filr dieselben Schichten 

den Ausdruck — • Für die obere Hälfte des 

4 




Körpers wird demnach 



T = 



Qnr*7C 



r*7i 



filr den ganzen Körper entsteht 

2) T,. = 2Qx'-^=^2Q7Ctr, 

wo tx das Trägheitsmoment des Kreisschnittes für die :r- Achse be- 
deutet. Aus Tx2 und den übrigen Trägheitsmomenten folgt nun leicht 

r. = TV = Qt^'n ((.* + '; r-') = J (-*- + l r^) und T, = J (>« + r«). 

377) Satz für Guldinsche Körper, deren erzeugende Fläche 
symmetrisch gegen eine Parallele zur Drehungsachse ist. 
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Fig. 374. 



Hat der Körper die nebenstehende Gestalt und hat der in der 
Höhe y liegende Horizontalschnitt die Radien (\ und e^, so ist die 
Fläche des Schnittes gleich 

n \e\ — eA und sein Träg- 
heitsmoment in Bezug auf die 
Ebene xz ist n U\ — e* ) y* 

= 2:r '-i-t^ (c^ - e,y. Da- 




bei ist * T" * die Entfernung 

Q der Symmetrielinie von der 
Achse, (e^ — c^) y^ ist das Träg- 
heitsmoment des Flächenquer- 
schnittes in Bezug auf die 
X-Achse, welches t^ sei. Folg- 
lich ist nach der Schichtenformel für den ganzen Körper 

Txt = 2Qntx* 

Nun war in Nr. 125 für solche Körper gezeigt, dafs Ty = Jm^-f-Sp^j 

war, so dafs Ty, = T,, = ~ J (q -^ SqA ist, demnach ist für den 
vorliegenden SymmetriefaU 

T, = T, = T,, + T,, = {j{(f-\- 3qI) + 2Qxt. 

= 2p« [f (p» + 3p*) + 4] 
und 

TV = J (p* + m) + 2p«<, = 2p« [if* (p' + 3q\) + 4]. 

Hier bedeutet q^ den Trägheitsradius der Fläche in Bezug auf die 
Symmetrieachse. 

Daraus folgt, dafs eine grofse Zahl von Drehungskörpem, von 
denen die mit Hülfe von 

X = a + 6y + cy^ + dy' -H 

erzeugten nur spezielle Fälle sind (es handelt sich um den Sonderfall 
p = 0) bezüglich ihrer Hauptschnitte vollständig behandelt werden 
können. Die fiir Räder, Kreisscheiben, Kugeln, Hohlcylinder u. dgl. 
gelösten Aufgaben über die Energie drehend und fortschreitend 
bewegter Körper, über excentrischen Stofs und Pendelbewegungen, 
über Fadenspannung und Rollen und Gleiten auf schiefer und hori- 
zontaler Ebene lassen sich also, soweit es sich um die Hauptschnitte 
und Hauptachsen handelt, auch für die hier besprochenen Drehungs- 
körper lösen. 
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Fig. 275 



G. Der Drehangssatz fär die Trägheitsachsen. 

Einige Hülfsaufgaben der Raumgeometrie werden vorausgeschickt. 

377) Aufgabe. Eine Gerade OA bilde mit der X-Achse und 

F- Achse die Winkel a 
und ß. Welchen Winkel 
y bildet sie mit der 
2^Achse? 

Aufldsmig. Sind 

^1? tfiy ^1 ^^ Koordi- 
naten von Ä, so ist 

Xi = r cos a, 
Vi = rcos/}, 
jSi=r cos y, 




aus 



^ + »f + ^? = r* 
folgt also 

r^ cos^ a -f" ^* cos^ ß-\-r^ cos^ y = r^, oder cos^ « + cos* /} + cos* y = 1 . 
Demnach bestimmt sich y aus 



cos y = yi — cos* a — cos* ß. 

379) Aufgabe. Die Punkte A^ und .^g mit den Koordinaten 
^1? ?!> ^1 ^^d iTj, t/j, ;2?2 seien gegeben. Wie grofs ist ihre 
gegenseitige Entfernung? 



Fig. 876. 




^ 



"^^--. 



ii9 



-^^^^ 



n 






^ 



Auflösung. Pi und P^ seien die Projektionen der Punkte A^ 
und A^ auf die Grundebene, Q^ und ^^ die von Pj und P, auf die 
r- Achse, femer sei Pi-B || ^i^,, A^B \\ P^P^, dann ist 
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^2 = ^ + («2 — "iT = (^2 — ^if + (y» — yif + (^2 — «i)*, 



also 



?=n 



^2 — ^l)' + (^2 — VlY + (^2 — ^l)'- 




380) Aufgabe. Eine Ge- ^8^" 
rade OÄ^ bilde mit den 
Koordinatenachsen die 
Winkel cc^y ß^ und y^, eine 
andere Gerade OA^ die 
Winkel «,, jSg und y^. Der 
Schnittwinkel (> der beiden 
Geraden soll berechnet 
werden. 

Auflösung. Der Cosinus- 
satz giebt 

P = rl'\' rl — 2 r^r^ cos 9?, 

so dafs 

2r,r,co^q> = rl + rl-P^{xl + yi + ,l) + (xl + yl + zl) 

— [(^1 — ^%y + (^1 

Folglich ist 

oder 

cos (p = cos a^ cos a^ 

+ cos /Jj cos /3g 4" cos ^1 cos y^ . 

381) Aufgabe. Wie 
grofs ist die Entfernung 
e eines Punktes Xy y, z 
von einer Geraden OA, 
die mit den Koordinaten- 



y%y — (^1 — ^2)'] = 2a;iic, + 2yiyg + 2 xr^^j. 



2', 2^- 





Fl, 


j. 278. 




if 


/ 


V 






tI 




A^ 




J^ 


^^^-^^^ 




o\ 


ISyioL 




^F — 



•^ 



achsen die Winkel a, /}, y 
bildet? 

Auflösung. P sei der gegebene Punkt, Q seine Projektion auf die 
Gerade, OT = r bilde mit den Achsen die Winkel 5? ^? 'ö*, dann ist 

e^ = r* — OÖ* = (x^ + y^ + i?*) — (r cosg?)^ 
= a;^ + y^ 4" ^* — ^^ (cos a cos | + cos /3 cos iy + cos y cos g)*, 
also, da r cos | = a:, r cos r^^i^y^ r cos t = je? ist, 
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1) c^ = x^ -{- y^ -{- z^ — (x^ cos^ « + y^ cos* /5 + ^* cos* y) 

— 2xy cos a cos /3 — 2yz cos /3 cos i^ — 2zx cos y cos a 
oder 

e* = o;* (1 — cos*«) + 2/* (1 — cos*/3) + ^* (1 — cos*y) 

— 2xy cos « cos /3 — 2yz cos /3 cos y — 2zx cos y cos «, 
also 

2) c* = x^ sin* « + y^ sin* ß -^ z^ sin* y 

— 2 xy cos a cos /3 — 2yz cos /3 cos y — 2zx cos y cos a. 

Die Ausziehung der Quadratwurzel giebt e. 

Im Folgenden soll jedoch eine andere Formel angewendet werden, 
die dadurch entsteht, dafs man in Formel 1) die Klammer mit 
cos* « + cos* /} + cos* y = 1 multipliziert, wodurch nichts geändert 
wird. Dabei erhält man nach leichter Umformung 

3) e* = (y* + ^*) cos* a + (>* + ^^) cos* /3 + (x* + y*) cos* y 

— 2xy cos « cos ß — 2yz cos /3 cos y — 2 jerrc cos y cos «. 

382) Aufgabe. Die axialen Trägheits- und Centrifugal- 
momente eines Körpers in Bezug auf ein Koordinatensystem 
seien bekannt. Wie grofs ist sein Trägheitsmoment in Bezug 
auf eine Achse OAj die mit den Koordinatenachsen die 
Winkel «, ß und y bildet? 

Auflösung. Nach Gleichung 3) des vorigen Abschnittes handelt 
es sich um 

^me^ = cos*a (^my^ + ^mz^j + cos*/3 (//^w^* + ^mx^j 

+ cos* y ( y wj?* + ^wy*) — 2 Jlf^ry cos a cos /3 
— 2 Jtfy. cos ß cos y — 2 Jlf^x cos y cos a, 

oder, da ^ ;wt/* + ^ mz* = Tj.. + T^,, = T* ist und entsprechend die 
anderen Hämmern sich umformen, 

1) T= T, cos* a + Ty cos* /3 + T, cos* y 

— 2 J/r,/ cos a cos /5 — 2 J/y • cos /3 cos y — 2 Jlf., cos y cos a. 

Das gesuchte Trägheitsmoment kann also mit Hülfe der Axial- 
momente und der Centrifugalmomente leicht bestimmt werden. 

383) Bedeutung der Centrifugalmomente. Ein Körper 
drehe sich um die Z-Xchse^ und P sei die momentane Lage eines 
Körperteilchens, dessen Entfernung von der Drehungsachse gleich e 
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Fig. 279. 



sein möge. Ist d" die Winkelgeschwindigkeit, so entsteht die Centri- 
fugalkrafb p = med"^, die in den Richtungen der Koordinaten- 
achsen die Komponenten 
Px = me-O"* cos | und 
Py =med'^ cosi^ hat, wo- 
für man schreiben kann 

Px = mxd^^, py == my%^. 

Die statischen Momente 
dieser Komponenten in 
Bezug auf die Grund- 
ebene sind 



und 



»■^ 



mzx 




Ist -0* = 1 , so hat man 

Mxz = y,mxz und My^ = ^myz, 

wobei X und Zj ebenso y und z ihre Rolle vertauschen können. Also: 

^^ mxz = Mxg ist zu deuten als das Moment der X-Kom- 

ponente der Centrifugalkraft für einen sich um die jgr-Achse 
drehenden Körper in Bezug auf die Ebene XY, oder es be- 
deutet das Moment der iZ^Komponente der Centrifugalkraft für einen 
sich um die X-Achse drehenden Körper in Bezug auf die Ebene YZ. 
In beiden Fällen ist jedoch die Winkelgeschwindigkeit -d* = 1 zu 

setzen. Entsprechend sind ^ myz und ^ mzx zu deuten. 

Beispiele für Berechnung der Centrifugalmomente sollen unten 
gegeben werden. 

384) Das Trägheitsellipsoid. 

Man führe in Gleichung 1) des Abschnittes 382 die Radien der 
Trägheitsmomente im früheren Sinne ein, und zwar mittels der 
Gleichungen 

Q*J=T, qIJ=^T., iflJ-T,, ff\J=T., 
dividiert man dann beiderseits durch J, so erhält man 

Q^ = qI cos « + (>y COS ß -{- q] cos y 

— 2 M,y cos a cos ß — 2 My^ cos ß cos y — 2 M^x cos y cos a. 

Man berechne hieraus q und trage den reciproken Wert — von 

aus auf der Achse OA ab. Bezeichnet man die Koordinaten des 
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Endpunktes mit x, y, z, so dafs — cos a = ar, - cos /} = y, — cos y = js 

ist, so kann man für sämtliche Cosinus ihre Werte cos a = xq, 
cos/} = yQy cosy = ZQ einsetzen, worauf sich beiderseits p* weggebt. 
Die Gleichung geht über in 

Führt man auch hier für die q die reciproken Werte ein, also 04 = — , 
6j = --, ^1 = -> so lautet die Gleichung 

^2 + I2 + ^ "" 2 ^'y^y — 2 My.yz — 2 M^^zx = 1. 
"1 ^1 ^ 

Der geometrische Ort der Endpunkte aller - ist also eine Fläche 

zweiten Grades. Nun besteht aber ein Trägheitsmoment ^wir* aus 

lauter positiven Gliedern, kann also im allgemeinen nie Null sein. 

Kann aber q nicht Null werden, so kann — nicht unendlich werden, 

d. h. die Fläche besitzt keine unendlich fernen Punkte, sie ist also 
ein Ellipsoid, aber nicht ein Paraboloid oder Hyperboloid. Sie 
heifst das Trägheitsellipsoid des Körpers für den Punkt 0. 
Ist der Schwerpunkt, so heifst die Fläche das Centralellipsoid 
des Körpers. 

385) [Dasselbe Resultat hätte Gleichung 1) des Abschnittes 381 
gegeben. Man hätte erhalten 

^ me- =^ mx^ sin-a + /. ^y^ sin*/3 "^ // ^^' ^^^^7 

— 2Mjcy cos a cos ß — 2 Myg cos ß cos y — 2 ilf,^ cos y cos a 
oder 
1) T=Ty, sin^a + Z, sin^/J + T^y sinV 

— 2 Mxy cos a cos ß — 2 Mye cos ß cos y — 2 M^x cos y cos a, 

so dafs man das Axialmoment T auch mit Hülfe der Planmomente 
berechnen kann. Führt man die Trägheitsradien ein, so ergiebt sich 

9^ = 9,jz ^^^^ « + 9,x ^*^* ß + 9xy ^^"^ y — 2 -Sf y cos a cos ß 
— 2 3f ^ cos /3 cos y — 2 Jlf.^ cos y cos a . 

Berechnet man hieraus q fiir jede Achse und trägt man den reciproken 
Wert - ein, so mufs man dieselbe Fläche erhalten, wie vorher. Hier 
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giebt aber —sin« nicht eine Koordinate x, sondern den Abstand von 

der X-Achse, dessen Quadrat gleich y^ -f" ^^ 'st. Ebenso ist es mit 
den andern Gröfsen. Nach beiderseitiger Division durch q erhält 
man 

1 = y4-L' _|. ?l±^* _j_ ?L±.y! — 2M,,xy-2 M,. yz -2 M.^zx, 

al Og Cg 

oder 

— 2MjcyXy — 2My,y0 — 2Mgx^x, 

wo Og, ftg, Cg die reciproken Werte für die Radien der gegebenen Plan- 
momente bedeuten. Da aber Txy + Ty, = T^ ist, so ist - -|- - = - , 

c\ Og h\ 

ebenso ist es mit der andern Summe, also stinmit die neue Ellipsoid- 
gleichung mit der früheren überein.] 

» 

386) Jedes Ellipsoid hat aber drei Hauptachsen a, fe, r;, für die 
seine Gleichung lautet 

«« -r 5« -r c« — ^ • 

Hier fehlen die Teile — 2MxyXy — 2My^yis — 2Msjc^x, also 
müssen für die Hauptachsen als Koordinatenachsen die 
Centrifugalmomente gleich Null sein. Dies gilt von den Haupt- 
achsen für jedes Trägheitsellipsoid eines Körpers. 

Geht man also von den Hauptachsen eines solchen aus, so ver- 
einfacht sich die Bestimmungsgleichung für ein Trägheitsmoment zu 
folgender Gestalt: 

T= T,cos2a+ TyCos^j8+ T, cosV- 

387) Aufgabe. Gegeben seien drei Trägheitsmomente T^ 
in Bezug auf drei beliebige Achsen durch 0, die mit den 

Hauptachsen die Winkel cc^yß^yi, ^jß^yY^j ^7 A> y» bilden. 
Die Momente für die Hauptachsen sollen bestimmt werden. 
Auflösung. Man stelle folgende Gleichungen auf: 

T, cos««! + Ty cos^ jSi + T, cosVi = ^1 , 
Tr cosX + Ty cos^jSg + T, C0SV2 = T^y 
T, cos^oj + Ty cos^ft + T, C0SV3 = ^8. 

Sie sind in Bezug auf die gesuchten T vom ersten Grade, lassen sich 
also leicht auflösen. 
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388) Bemerkung über die Dynamik. 

Der Umstand, dafs die Centrifugalmomente für die Hauptachsen 
jedes Trägheitsellipsoides verschwinden, ist für die Dynamik von be- 
sonderer Bedeutung. 

Aus Abschnitt 4 ist bekannt (ebenso durch die Deutung in 
Nr. 383), dafs bei der Drehung eines Körpers um eine feste Achse an 
dieser ein umstürzendes, d. h. auf Änderung der Achsenrichtung 
wirkendes Kräftepaar zur Geltung kommt. Dieses Kräftepaar 
wird aber nach obigem Null, wenn der Körper sich um eine 
der Hauptachsen des ihm zugehörigen Trägheitsellipsoides 
dreht. Dann also bleibt nur eine auf Parallel Verschiebung der Achse 
hinarbeitende Centrifugalkraft übrig. Geht aber die Drehungsachse 
durch den Schwerpunkt des Körpers, oder handelt es sich um das 
Centralellipsoid, so ist auch die letztere Kraft gleich Null, so dafs 
weder Kraft noch Kräftepaar wirken. Daraus folgt im letzteren 
Falle: 

Dreht sich ein Körper um eine Hauptachse des Central- 
ellipsoides seiner Trägheitsmomente, so wird die Achse durch 
die Drehung in keiner Weise beeinflufst, d. h. sie übernimmt 
die Rolle einer freien Achse. 

Angenommen z. B. der Erdkörper oder vielmehr das an seine 
Stelle zu setzende ideale Geoid sei ein homogenes dreiachsiges 
Ellipsoid, dessen Hauptachsen, wie sich zeigen wird, mit denen seines 
Trägheitsellipsoides zusammenfallen, angenommen ferner, die Drehung 
finde um eine der Hauptachsen statt, so würde diese Drehungsachse, 
vorausgesetzt dafs keine äufseren Kräfte störend einwirken, ihre 
Richtung im Räume konstant beibehalten. 

Würde jedoch durch irgend welche äufsere Einwirkung, z. B. durch 
hinreichend wuchtigen Anprall eines Meteorsteins oder eines Welt- 
körpers eine andere Achse zur Drehungsachse gemacht, die nicht 
Hauptachse ist, so würde deren Richtung nicht konstant bleiben, 
sondern näher zu untersuchenden Schwankungen unterworfen sein. 

Wird ein homogener Rechteckskcirper emporgeschleudert, so be- 
wegt sich sein Schwerpunkt in einer Parabel und aufserdem findet 
Drehung um eine Schwerpunktsachse statt. Ist zufällig eine der 
Mittellinien die Drehungsachse, so behält sie während des Wurfes ihre 
Lage bei, sonst aber ist dies nicht der Fall. Hierbei ist selbst- 
verständlich vom Luft widerstände abgesehen. 

389) Fälle besonderer Einfachheit. Li vielen Fällen ist die 
oben angegebene Berechnung der Hauptachsen nicht nötig, da man 
direkt aus der Gestalt des Körpers auf ihre Lage schliefsen kann. 
Ist z. B. die ZF- Ebene eine Symmetriebene des Körpers, so gehört 
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XU jedem Elemente mxj) des (lentrifugalniomentes ein synimetrisciies 
m( — x)y = — mxy, so dafs je zwei einander aufheben. In diesem 
Falle ist also ^wxy = mid ^^mxs = und jedes «uf der Syra- 
metrieebene errichtete L"t ist Hauptachse Ifir das Tmgheitsellipsoid, 
welche» zu seinem Fufspunkto gehört Wählt man den Schwerpunkt, 
so hat man die eine Hauptaeh§enrichtnng ilir das Centralellipsoid. 

Sind zwei Syinnietiieelienen vorhanden, z. B. die Ebene ZY und 
XZ, so ist wegen der ersteren ^ wxy ^ und^^)«x^ = 0, wef(en 
der Kweiten^^»Mj/£ = (I lund^wiya: = H». Weil fUr jeden Punkt 
ihrer Schnittlinie alle drei Momente verschwinden, hat man in jedem 
»of'nrt in ileti Loten uad den Schnittlinien die drei Hauptachsen des 
Tragheitsellipsoides. Wählt man den Schwerpunkt, so hat man die 
des Centralellipsoides. 

Sind drei Symmetrieebenen vorhanden, die nicht durch ein und 
dieselbe Gerade flehen, so hat man in ihren Schnittlinien die Haupt- 
achsen des Oentralellipsoides. 

Gehen hingegen die drei Sjmmetrieebenen durch eine Gerade, 
so ist für jeden Punkt der Schnittlinie das Triigheitsellipsoid ein 
Drehungsdlipsüid mit der Qei-aden als Achse. Wählt man den 
Schwerpunkt, so hat man das centiide Drehnngaellipsoid. 

Werden die letztgenannten drei Symmetrieehenen durch eine 
vierte (rechtwinklig) geschnitten, so bandelt es eich um das centrale 
Drehungscllipsoid. Die» ist z. B. der Fall bei jedem rege Imafs igen 
Prisma. Bei einer gewissen Länge desselben ist das centrale Drehungs- 
ellipsoid eine Kugel, in anderen Fällen ist die Drehimgsachse die 
kleinere oder die grölsere des Drehnngsellipsoidea. Beim Rechtecks- 
kHrper hat man den Fall der Kugel, wenn er ein Würfel ist. Man 
veninche den Fall der Kugel bei dem dreiseitigen, sechsseitigen u. s, w, 
regelmäfsigen Prisma aufzufinden. Beispiele folgen in Nr. iJOlü und 4()0, 

Bei jedem regelmälsigen Korper ist das Centralellipsoid eine Kugel. 

39'*] Folgerungen ans der Existenz des Trägheits- 
ellipsoides. 

a) Weil jeder Halbmesser den rimgekehrt^n Wert des ihm zu- 
gehörigen axialen Trägheitsmomentes angiebt, so braucht man nur 
die drei Hauptträgheitsmomente zu kennen, um geometrisch oder 
rechnerisch samtliche fiir das durch gehende Strahlen böndel zu 
finden. 

b) Sind o, 6, c die nach der Gröfse geordneten Hauptachsen, so 
entspricht die längste a dem kleinsten Tiügheitaraomeiit, die kürzeste c 
dorn grSfaten fflr das vorliegende Strahlenbündel. 
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c) Es war für beliebig gerichtete Koordinaten durch einen be- 
liebigen Punkt für den gegebenen Körper 

•'-xy "T" ■J-ys = J-yy J-ys "T" J-zx = J- a ^ ^sx ~T" -^«y ^^^ -»-xj 

J-xy "r' -^y« I J-tx = -^py 

folglich ist 

2; + T, + T, = 2 (T,, + T,j, + T,,) = 22;, 
und 

lp= ly -\- -^sx = J-z "T J-xy = 2, -j- J-yz' 

Diese Gleichungen lassen sich auch schreiben als folgende 

"xy ' ^ys s'y? s'ya I ^tx s'j 7 "xx • ^xy s'x ? 

9^ + ^; + ^! = 2 (p^, + p^, + Pf,) = 2 ^ 

pp = p' + ^L = ^! + 9|, = p! + qI^- 

Die polaren, axialen und planen Trägheitsmomente hängen also einfach 
zusammen, und die verschiedenen Arten von Trägheitsradien lassen 
sich durch Pythagoreische Addition oder Subtraktion aus einander 
ableiten. 

d) Aufgabe. Die Trägheitsradien p , p , p. seien bekannt, wie 

findet man alle übrigen mit diesen Achsen zusammenhängenden 
Trägheitsradien ? 

Auflösung. q^ = V\VqI + qI -\- Q\' ^"j = VqI — q\ ' 



•p' 



e) Aus 9^ + p^ + 9J = 2p2 folgt der Satz:' Die Summe der 

Trägheitsmomente für je drei auf einander senkrechte 
Achsen ist eine konstante Gröfse, nämlich gleich dem 
doppelten Quadrate des polaren Trägheitsmomentes. 

Daraus folgt der geometrische Satz: 

Die Summe der Quadrate der reciproken Werte je 
dreier auf einander senkrechter Halbmesser des Ellipsoides 

ist eine konstante Gröfse, und zwar gleich — , + n H — i' 

f) Ist femer der Satz bekannt, dafs die Summe der Quadrate 
je dreier konjugierter Halbmesser des Ellipsoides konstant ist, so 
kann man für die entsprechenden axialen Trägheitsmomente folgern, 
dafs die Summe ihrer reciproken Werte konstant sei, nämlich 

gleich ^- + -- 4-—. 

^a ^h ^c 
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391) Satz. Legt man durch einen Punkt einer der Haupt- 
achsen des Centralellipsoides Parallele zu den beiden andern 
Hauptachsen, so hat man für den Punkt die Richtungen der 
drei Hauptachsen des zugehörigen Trägheitsellipsoides. 

Beweis. Wird der Punkt x = a auf der X-Achse zur Unter- 
suchung genommen, so handelt es sich in Bezug auf diesen um die 
neuen Koordinaten J == (a; — a), i? = y, i = is. Die Centrifugal- 

momente für das neue Koordinsttensystem sind also 1) ^ w^i? 
=^m (x — ä)z =^mxy — ^may = ^mxy — a«7y^ = 0, denn 

.^ mxy war im alten Systeme gleich Null, da es sich um die Haupt- 
achse des Centralellipsoides handelte, und der Schwerpunktsabstand y^ 
ist gleich Null, denn er liegt im Mittelpunkte des Centralellipsoides. 

2) ^^mrii =^^myz = aus entsprechendem Grunde. 

3) ^mgS =^lmjs (x — a) =^]mxz — ^[maz =^mxz 
— aJz =0, ähnlich wie vorher. 

392) Verschiebungssatz für das Centrifugalmoment. 
Verschiebt man den Nullpunkt des Koordinatensystems 

um — a, — 6, — c vom Schwerpunkte weg, so werden die 
Centrifugalmomente M^y^ My^y Mzx in M^y '\- ahJy My^ -{- bcJ, 
Mxt + caJ verwandelt. 

Beweis. ^ mxy geht über in^ w(x -f- a) (y + 6) = /, mxy 
+ a^my + b^mx + ab^m. 

Dabei ist^ wy = und ^^ mz = 0, weil es sich um den 

Schwerpimkt als Nullpunkt des Koordinatensystems handelt. Es 
bleibt übrig 

M^^y^ = M^y + abX 

Ebenso ist es bei den beiden andern Momenten. 

393) Ist in Mxy + abJ eine der beiden Koordinaten a, b gleich 
Null, so ist der Zusatz Null. Folglich: 

Verschiebt man das Centrifugalmoment auf einer Schwer- 
punktsachse, so bleibt es ungeändert. 

Ist die Schwerpunktsachse nun Hauptachse des Centralellipsoides, 
so bleibt der Wert des Centrifugalmomentes gleich Null, wenn man 
es auf dieser verschiebt. 

394) Anwendung. Für den Schwerpunkt der Kugel sind in 
Bezug auf beliebig gerichtete Koordinatenachsen x^ y, z die Centri- 

20* 
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fagalmomente gleich Null^ weil särnÜiclie Achsen Hauptachsen sind. 
Verschiebt man nach — a, — b, — c^ so erhalt man 

Ebenso ist es bei allen Körpern mit drei Symmetrieebenen, 
welche die drei Hauptachsen des Centralellipsoides geben. Man kann 
also für beliebige parallele Koordinatenebenen sofort die Centrifugal- 
momente hinschreiben. 

395) Bisweilen lassen sich die Centrifiigalmomente leicht für 
andere Koordinatenachsen berechnen, bei Sektoren von Drehungs- 
körpem z. B. in Bezug auf die Drehungsachse z und die zugehörigen 
Achsen x und y. Dann hat man die Verschiebung nach dem 
Schwerpunkte hin vorzunehmen, wobei der Ausdruck abJ bezw. 
hcJ, caJ abzuziehen ist. Einige Beispiele sollen später gegeben 
werden. 

396) Aufgabe. In Bezug auf die Hauptebene eines 
Trägheitsellipsoides seien bekannt T^y, T^^, T^x- Wie grofs 
ist das Trägheitsmoment T in Bezug auf eine durch den 
Koordinatennullpunkt gelegte Ebene, die mit den Haupt- 
ebenen yz, zx, xy die Winkel a, ß (und y) bildet? 

Auflösung. Zunächst bestimmt sich y aus der Gleichimg 



cosy = y 1 — cos^ a — cos*/S. 

Aus Gleichung 1) des Abschnittes 385 folgt für das Lot { auf der 
gegebenen Ebene, welches mit den Achsen dieselben Winkel a, ß 
und y bildet, 

Ti = Ty, sin^a + T,ar 8in-/3 + 2^^ sin^, 

denn die Centrifiigalmomente fallen weg. Folglich ist für die 
gegebene Ebene im Anschlufs an 390 c 

T= Tp - T, = Ty, + T,, + T,, - (Ty, sin«« + T,, sin^^ + T,y sin^) 

oder 

T = Ty, cos* a + T,x cos* ß + T,y cos* y. 

Die Formel für Planmomente ist also ganz analog der Formel 
für die Axialmomente. 

397) Möglichkeit von Fixpunkten. Früher wurde gezeigt, 
dafs für jede ebene Fläche zwei Fixpunkte existieren^ in Bezug auf 
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welche die Tragheitsellipse ein Kreis ist. Es fragt sich, ob solche 
auch für jeden Körper in dem Sinne vorhanden sind, dafs das Trägheits- 
ellipsoid in Bezug auf sie eine Kugel ist, so dafs auch hier Erleichte- 
rungen eintreten würden. Es wird sich zeigen, dafs dies im allgemeinen 
nicht, sondern nur unter gewissen Bedingungen der Fall ist. 

Man gehe von dem Koordinatensysteme der Hauptachsen des 
Centralellipsoides mit dem Schwerpunkte als Nullpunkt aus. Soll ein 
Punkt mit den Koordinaten a, 6, c ein Fixpunkt sein, so müssen die 
durch ihn gelegten Parallelen zu den Koordinatenachsen Hauptachsen 
sein, denn jede Gerade durch den Mittelpunkt ist für die Kugel 
Hauptachse. Für diese Parallelen müfsten also die Centrifugalmomente 
verschwinden, d. h. es müfste sein 

1) ^m(y-b)(z-c) = 0, 2) ^ m(z - c) (x - d) = 0, 

3) ^m(x — a){x — h) = 0. 

Zunächst soll die erste dieser Gleichungen untersucht werden. Sie 
lautet 

^ myz — b ^ mjs — c^ my + fec^/ w = 0. 

Weil die Koordinaten Hauptachsen waren, ist ^^ myz = als 

zugehöriges Centrifiigalmoment. Femer ist h^^ mz ==bJzs, wo J 

der Inhalt des Körpers, Zg sein Schwerpunktsabstand ist. Dieser aber 
ist Null, denn es war vom Centralellipsoid ausgegangen, also ist 

b^j mz = 0. Ebenso ist c^^ my = 0. Die Gleichung beschränkt 

sich auf bc^j m = bcJ=0. Da J als Körperinhalt von Null ver- 
schieden ist, mufs das Produkt bc = sein. 

Ebenso giebt die zweite Gleichung die Bedingimg ca == 0, die 
dritte die Bedingung ab = 0, 

Erste Bedingung dafür, dafs der Punkt ein Fixpunkt sei, ist also, 
dafs zwei der Koordinaten a,b,c gleich Null sind, d. h. der Punkt mufs 
auf einer der Koordinatenachsen liegen, d. h. auf einer Hauptachse. 
Angenommen nun, der Punkt habe die Koordinaten a, 6 = 0, c = 0, 
er liege also auf der durch den Schwerpunkt gehenden X-Achse, so 
sind, wenn T,, Ty, T. die Trägheitsmomente in Bezug auf die Haupt- 
achsen bedeuten, die in Bezug auf die durch den Punkt gelegten 
Parallelen genonuaenen T^, T,j + a-J, T, + a^J (Verschiebungssatz). 
Da sie aber gleich grofs sein sollen, so folgt zunächst aus Ty + a^J 
= Ts + a^J, dafs T,j = T, sein mufs, d. h. das ursprüngliche Central- 
ellipsoid mufs ein Drehungsellipsoid mit der X-Achse als Drehungs- 
achse sein. Ferner folgt aus 7^=7^ + aV, dafs T^ > Ty und 
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ebenso Tx > 7» sein mufs, d. h. die X-Achse ist die kleinere Achse 
der Ellipse y durch deren Umdrehung das Gentralellipsoid entstanden 
ist. Ist dies der Fall, so findet man a reell aus der Gleichung 
T, = Ty + aV als 



a = ±\/- 



T — T 



Folglich: Soll es Punkte geben, für die das Trägheitsellipsoid 
eine Kugel ist, so mufs das Gentralellipsoid ein durch 
Drehung um die kleinere Achse entstandenes Drehungs- 
ellipsoid sein. Je nachdem diese Drehungsachse die X-Achse, 
F-Achse oder Z-Achse ist, hat man auf ihr die Punkte zu 
suchen in der Entfernung 



T — T 

Z X 



Dafs diese Bedingung nicht nur notwendig, sondern auch hin- 
reichend ist, ergiebt sich aus der Probe für a. Ist nämlich das 
Gentralellipsoid durch Drehung um die X-Achse entstanden, so ist 
zunächst T,j = T^y und wenn die X-Achse die kleinere Achse war, 
Tx> Ty. Folglich giebt es auf der X-Achse Punkte 



=±>/: 



T — T 
x^= -^ V -^— i — - = a. 



In Bezug auf jeden der beiden Punkte ist — j — - oder Tx= Ty'\-'a^J 

und da Ty = T^ ist, T^: = T^ -f- a^J. Weil die drei Momente gleich 
sind, ist das Trägheitsellipsoid fiir die beiden Punkte eine Kugel. 

398) BeispieL Das quadratische Prisma mit den Kanten 
a, a, Ä. 

Die Mittellinien sind Hauptachsen des GentraleUipsoids, und zwar 
soll Ä der Achsenrichtung z entsprechen. Die Hauptträgheitsmomente 
sind dann 

T.j=-^, («" + n Ty = ^^ (h^ + a«), T. = ^ (a« + o'') = |a», 
also ist Tx=Tyy so dafs es sich um ein centrales Drehungsellipsoid 
handelt. Ist nun h < fl, so giebt c = + [/ —j — zwei reelle Werte, 



nämlich e = +1/^ — ""Vo — "^ il/"~T^ ' Diese Punkte sind 
die Fixpunkte, wie auch die Probe ergiebt. 
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Ist a =^ h, so fallen die Punkte + c in den Schwerpunkt, 
und es handelt sich um den Würfel, dessen Centralellipsoid eine 
Kugel ist. 

399) Bemerkung. Für jedes regelmäXsige Prisma und für jedes 
Prisma oder jeden Cylinder mit mehr als zwei durch die Achse gehenden 
Symmetrieebenen ist das Centralellipsoid ein Drehungsellipsoid, z. B. mit 
der jer-Achse als Drehungsachse. Es läfst sich also stets eine Höhe h 
so bestinmien, dafs das Centralellipsoid eine Kugel wird. DieseHöhe 
ist der Grenzwert für die Existenz von Fixpunkten. 

400) Beispiel des regelmäfsigen dreiseitigen Prismas. 

^'~ 48 ' 96 ~ ^i" ^'~ 48 

Setzt man T, = T^, so folgt A = 6)/|. 

Für diese Höhe ist das Centralellipsoid eine Kugel, bei geringerer 
Höhe aber sind zwei leicht zu berechnende Pixpunkte vorhanden, 
nämlich in der Entfernung 




= ±y^ 



— 2Ä' 



24 



401) Entsprechendes gilt von den Planmomenten. Handelt es 
sich wieder um x = a, ist also T^y = T,,, so bleiben diese beiden 
Momente für a unverändert, nur Ty^ verwandelt sich in Ty, + ^^J- 

Soll nun Ty, -f- a^J= T^x sein, so folgt a = + r 



T T 

zx — yz 

was 



J ' 



mit a= + y — — — ^ identisch ist. Ebenso ist im Falle b 



T — T 



1 ff T 1 /J 

i = + [/ -J^-^, im Falle c dagegen c = ±y- 

Bedeutung und Anwendbarkeit der Fixpunkte sind also für Körper 
weit geringer, als fiir ebene Flächen, weil nur der Drehungsfall ins 
Auge zu fassen ist. 

402) Die Aufgabe, mit Hülfe der Fixpunkte die Momente 
für beliebige Ebenen und Achsen zu finden, ist genau nach 
Fig. 122 zu lösen, denn man kann das Koordinatensystem so legen, 
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dafs die Schnittlinie der durch 8 gelegten Schragebene mit der F- Achse 
zusammenfällt. (In der Figur ist dann y statt a zu schreiben.) 
Die Gleichung für Flächen 



= p2^ cos«« + qI^ cos»/S + qI^ cosV 
oder die für Achsen geltende 

Q^ == qI cos* a -}- qI cos* ß -{- Q^ cos* y 

vereinfacht sich dann dadurch, daJs ß == 90^ und y = 90^ — a wird, 
also 

P^ = Py,sinV + p*yCOs*y, 
bezw. 

p* = p* sin* y + (>* cos* y. 
Da nun 



= ± V-- r '- = ±y—j~ = ±y9% - 9l = ±V9l - 9l 



wird, so ergiebt sich dieselbe Berechnungsmethode, wie bei Fig. 122, 

und es wird 

Fig. 280. 2 2 1 

j) bezw. 

.2 ^2 



U 







ya 1 jri^2 

9' = p^ + i>ii>2- 



403) Einige Beispiele von 
Centrifugalmomenten. 

Quadrant desKreiscylinders. 
In der Lage der Figur ist die Schicht 

_y in der Höhe y gleich — , ihr Schwer- 

pimktsabstand von der Ebene YZ ist 
4 r 

— , das entsprechende Moment also 

-T- * s" = ä" ? ^*s Centrifugalmoment 

in Bezug auf die Grundebene also — y . 

Für den Körper von Höhe h erhält 
man also 

^32 6 

Ebenso grofs ist ^^myz. Dagegen isi^max folgendermafsen 




zu berechnen. Die Schicht im Abstände x ist gleich 
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ABCB = hYr^ 



X 



a 



der Schwerpunktsabstand von der Ebene XY ist -^yr^ — x^ , das 



h , 



entsprechende Moment also — (r^ — x^) . Dies mit dem Abstände x 



multipliziert giebt —r^x — -^^ - Für den ganzen Körper von bis r 

entsteht ^r^-s^ — ~^i ^^ ~ä" ^^® Verlegung nach dem Schwerpunkte 
des Körpers hin bietet keine Schwierigkeit. 



404) Dreieckskörper. Schicht in Höhe y ist «x-y, Schwer- 
punktsabstand von Ebene YZ ist t t V > ^^^ entsprechende Moment 



2 h 



ab 



also -jT-, y^ , das Centrifugalmoment für die 



2;^ 
Grundebene also ^-r^ y^ 
Körper von bis h entsteht also 

ab*h* ab*h* 



Für den ganzen 



^1 ab'h* 



8 



Die Schicht o>-r y hat von der Ebene 
XY den Schwerpunktsabstand — und das 



a*6 
statische Moment ^i: V? dies mit y multipli- 
ziert, giebt für die Grundebene des Centrifugal- 
moment 



2;^ 



y^ . Für den ganzen Körper wird 

a*bh* 



^1 a*b Ä» 



Im Abstände x hat man die Schicht 
AB • CB = a ' h — r — = ah r- x. 

b 



Fig. 281. 




Ihr Abstand von der Ebene XY ist --, also das statische Moment 

2'* — 2~b^' ^^^^ ^^^ ™^^ ^ ^" multiplizieren und giebt das Centri- 

a* a*h 

fugalmoment — hx — Yh^^ ' ^^^^ ^^^ ganzen Körper wird 



a*h b* a*h 5» a^b^h 



"^1 a^h b' 

2f^^^ = T-2-26 3 



12 
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Die Verlegung nach dem Schwerpunkte tiin macht keine Schwierig- 
keiten. 

In ähnlicher Weise lassen sich parabolische Gylinder p"' Ordnung 
und entsprechende Sektoren von Drehungsparaboloiden behandeln, 
auch kann man zu Drebungskörpern übei^hen, deren Profilkurren 
Parabeln gemischter Ordnung an- 
gehören, z. B.: 



405) Quadrant eines para- 
bolischen Drehungskörpers. 

In Höhe y ist a; = ^j y*, die 
Viertelkreisschicht ist also 

i ~ ih* ' 

sein Schwerpunktsabstand tou 
der Ebene TZ ist |j = |||i, 
also das Moment 

t'i/'jt 4 tt/' b'y* 




2»*= 



4fi' 



SA" 



Dies mit y multipliziert giebt 

— ^ als das Centrifugalmoment 

der Schicht in Bezug auf die 

Grundebene. Für den ganzen 

r Körper wird 

Der Schwerpunkt des Körpers liegt nach der parabolischen Tabelle 
(Seite 143) in der Höhe y^ = | A , wie der des voUständigen Körpers. 

Zur Berechnung des andern Äbstandes kann die Methode der 
konzentrischen Kreise benutzt werden. In Fig. 282 ist einer der Teil- 
cylinder angedeutet. Ist x sein Radius, so ist die Grundlinie — , 



Vi 



'~".h. 



Yz , also die Mantelfiäche 



; y'b ' " 2 " 2}/"6 

Sein Schwerpunktsabstand von der Ebene YZ ist 
statische Moment in Bezug auf diese 
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2x nh 



n 



X 



aj» = hx^ —X^ . 



Läfst man die Radien von bis b wachsen^ so erhält man das statische 
Gesamtmoment des Körpers als 

6« 2 



b*nh 



Dividiert man dies durch den Körperinhalt 7 • &*^t = -öä" ? ^^ f'f^lg* 
als Schwerpunktsabstand x = ^r— • Verlegt man endlich das Centri- 



81.« 



b^h 



fugalmoment -rj- nach dem Schwerpunkte, so ist abzuziehen 



24 



-r 20b 6h b*nh 5 »«79 



21 7t 



SO dafs man hat 



SILS 



b^h 
504 



406) Das zweite Centralellipsoid. 

Bildet man ein Centralellipsoid, dessen Hauptachsen nicht die 



Fig. 283. 




reciproken Werte der Radien a, fe, c, sondern diese selbst sind, so 
ist seine Gleichung 

^ 4- ?^' + ^* = 1 
Die Tangentialebene -4 SC in Figur 283, die sich in einem Punkte 
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Xj ify z der Fläche an diese legen räfst, hat, wie leicht zu zeigen isty 
die Gleichung 

a» "r 6« • ^t — A. 
Setzt man y und ;8f gleich Null, so folgt für A der Abstand OA = a: = — 

05, 

Ist OD das Lot vom Nullpunkte auf die Fläche, so wird fiir dessen 
Winkel mit der X-Achse — == -^ = cos a. Ebenso cos j8 = -^^ 

sc (jL u 

Iz 
cos y == — ^ . Daraus kann man bilden 

a» cos« « + 6« cos* /3 + c« cos« y = i« Q + ^! + 'J) = P, 

denn weil der gegebene Pimkt auf der Fläche des Ellipsoides liegt, ist 
die letzte Klammer gleich 1. Nach Abschnitt 385 ist aber der 
Ausdruck links, wenn man wie hier von den Hauptachsen des 
Centralellipsoides ausgegangen ist, gleich dem Werte des Trägheits- 
radius für die Achse mit den Winkeln a, j8, y. 

Das von C leb seh eingeführte und von Culmann vielfach be- 
nutzte zweite Centralellipsoid hat also die Eigenschaft, dafs die 
Lote vom Nullpunkte auf die Tangentialebenen den Längen 
der Trägheitsradien für die betreffenden Achsen entsprechen. 

Will man demnach zu einer durch gehenden Geraden das zu- 
gehörige axiale Trägheitsmoment eines Körpers finden, so lege man 
senkrecht gegen die Gerade eine Tangentialebene des Centralellipsoides, 
diese schneidet von der Geraden die Länge q des gesuchten Trägheits- 
radius ab. 

Denkt man sich also im Schwerpunkte eines Körpers beliebig 
viele Achsen gezogen, jede von der Länge des Trägheitsradius, und 
in den Endpunkten Normalebenen errichtet, so umhüllen diese das 
zweite Centralellipsoid. 

Wie die zweite Centralellipse, so ist auch das zweite Central- 
ellipsoid von besonderer Verwendbarkeit. Dabei sind jedoch Kennt- 
nisse über die konfokalen Flächen zweiten Grades nötig, deren drei 
Gruppen, die der EUipsoide, der ein- und zweimanteligen Hyperboloide 
sich rechtwinklig durchsetzen. So hat z.B. Binet (Journ. de l'ecole 
polyt. XVI, Seite 4X) folgendes bewiesen: Kennt man das zweite 
Centralellipsoid eines Körpers und sucht man die Richtung der Haupt- 
achsen für einen beliebigen Kaumpunkt, so braucht man nur für die 
drei zum Centralellipsoid konfokalen Flächen, die durch den Punkt 
gelegt werden können, in diesem die Normalen zu errichten, wodurch 
man die gesuchten Achsenrichtungen hat. Auch die Längen lassen 
sich leicht berechnen. 
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Man vergleiche hierzu die in den Vorbemerkungen besprochene 
Abhandlung von Clebsch und den betreflfenden Abschnitt in den Lehr- 
büchern der analytischen Mechanik, z. B. bei Schell, ebenso in der 
Graphischen Statik von Culmann. 

Hier ist das zweite Ellipsoid nur der Vollständigkeit wegen 
genannt. 

407) Bemerkungen zur Methode von Reye. Heye hat in 
Schlömilchs Zeitschrift, Band X, Seite 432 u. s. f. gezeigt, wie man 
für die Zwecke der Mechanik einen Körper durch einen Massenpunkt 
ersetzen kann, ähnlich wie in Abschnitt VII F die ebene Fläche durch 
drei Punkte ersetzt wurde. Auch auf diese ziemlich viel Vorkenntnisse 
beanspruchenden Dinge soll hier nur hingewiesen werden, da sie über 
den elementaren Zweck dieses Buches hinausgehen. 

408) Anwendbarkeit der Lehre von den körperlichen 
Trägheits- und Centrifugalmomenten. 

a) Berechnung der Energie von Körpern, die sich um eine feste 
Schwerpunktsachse drehen. Wucht von Schwungrädern, Mühl- 
und Schleifsteinen. Einflufs der Schwungmassen auf plötzlich fest- 
geklemmte Wellen oder Achsen. Arbeitsleistung, XJberwindung von 
Reibungswiderständen in Folge der Wucht. Beschleunigte Drehung 
um solche Achsen. Atwoodsche FaUmaschine ohne und mit Berück- 
sichtigung der Reibung. Probleme der Fadenspannung. — Das 
Schwungrad als Egalisator der Maschinen bei einer oder mehreren 
Kurbeln. Stofs gegen einen sich drehenden Körper, unelastischer und 
elastischer. Stampfwerke. Centrifugen. 

b) Drehung von Körpern um eine beliebige feste Achse. 
Einwirkung der Centrifugalkräfte und Centrifugalmomente auf die 
Achse. Energie. Pendelnde Bewegung um eine feste Achse. Lehre vom 
Schwingungspunkte und von der reduzierten Pendellänge. Anwendung 
auf horizontal schwingende Magnetnadeln unter dem Einflüsse einer 
richtenden Kraft (Intensitätsmessungen). Das Reversionspendel und 
die Bestimmung der Schwerebeschleunigung. Unelastischer und 
elastischer Stofs gegen so schwingende Körper. Stofspunkt und 
Stofsmittelpunkt. Anwendung auf schwingende Hämmer. Ballistisches 
Pendel. 

c) Berechnung der Energie von Körpern, die sich fortschreitend 
und drehend bewegen. Herabrollen auf schiefer Ebene unter Be- 
rücksichtigung des Widerstandes gegen das Drehen. Beschleunigtes 
Rollen auf horizontaler Ebene. Verlangsamtes Fallen beim Abwickeln 
umgeschlungener Fäden von der Achse. Anwendungen der Faden- 
spannung auf die Reibungstheorie. Grenzwinkel für das alleinige 
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Rollen auf schiefer Ebene. Rollen und Gleiten zugleich^ sowohl auf 
schiefer als auch auf horizontaler Ebene. Fälle des Hinaufrollens auf 
schiefer Ebene, sowohl bei geradliniger, als auch bei parabolischer 
Bahn. Bewegung auf krummer Fläche. 

d) Bewegung eines Körpers um einen festen Punkt. Sphärische 
Schwingungen des um einen festen Punkt schwingenden physischen 
Pendels. Gewisse Fälle des Foucaultschen Pendels. Theorie des 
Fesseischen Apparates und des Kreisels. Anwendungen auf Präcession 
imd Nutation. Unelastischer und elastischer Stofs gegen solche 
Körper. 

e) Drehungsbewegung freier Körper. Freie Drehungsachsen 
(Hauptachsen des Trägheitsellipsoides). Drehung um ganz beliebige 
Achsen. Unelastischer und elastischer Stofs gegen solche Körper. 
Freiwillige Drehimgsachse für den ersten Augenblick. Parabolischer 
Wurf bei gleichzeitigem Drehen. Bewegung und Drehung der Himmels- 
körper. Bewegung und Drehung im widerstehenden Mittel. Ballistik 
der Geschosse. 

f) Allgemeine Pendelbewegungen beliebig gestalteter Körper 
auf der Ebene. Herabrollen solcher Körper auf der schiefen Ebene 
oder auf krummen Flächen. Allgemeine Pendelbewegungen schwim- 
mender Körper, z. B. Schwankungen der Schiffe. 



X. Anhang. 

Die Schwungradtlieorie. 

n elementares Beispiel zum Abschnitt 43. 



^ • 



nachstehende Beispiel soll zeigen, in wie fruchtbarer 
•e von den Trägheitsmomenten in der Technik Ver- 
kann. 

-gradtheorie gehören zunächst die Aufgaben 90) und 91), 
.icn die Gestalt, die Masse bezw. das Gewicht und die Winkel- 
geschwindigkeit gegeben sind. Eine Reihe weiterer Aufgaben läfst 
sich anschlielsen. Bei diesen soll bisweilen nur vom Schwungringe, 
statt vom ganzen Rade die Rede sein, auch soll bisweilen, wie es 
in der Praxis meist geschieht, einfach der mittlere Radius als mafs- 
gebend angenommen werden, obwohl z. B. bei rechteckigem Querschnitt 
eigentlich aus 

r- + rj 
Q-ni = m — -— 



folgen würde 



=V-P. 



nicht aber q = "^ ' • Bei den Beispielen kommt es hier weniger 

auf rechnerische Genauigkeit, als auf die Art des Ansatzes und die 
Aufstellung der Gleichungen an. Die Fordenmg strenger Genauigkeit 
giebt dann zu umfangreicheren Übungsaufgaben Anlafs. 

Es ist zu raten, stets mit Metern und Tonnen zu rechnen, 
nicht aber mit Metern und Kilogrammen, weil die letzteren die Ein- 
führung von Dezimetern verlangen, so dafs zweierlei Mafse in der 
Rechnung vorkommen und daher Umrechnungen im Laufe der letzteren 
nötig werden. Dabei treten bisweilen naheliegende Versehen auf, 
indem mau z. B. versäumt, g = 9,81 m in g^ = 98,1 dem umzuwandeln. 

Bei den ersten Aufgaben handelt es sich um die Thätigkeit 
des Schwungrades als Arbeitsaufsammler, bei den späteren um 
seine regulierende Thätigkeit bei der Kurbelbewegung. Auf- 
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gaben über das Zerreif sen der Schwungräder durch Centrifugalkrafte 
sollen auch zur Sprache kommen, obwohl der Gegenstand schon in 
Abschnitt 49 behandelt worden ist. 



A. Das Schwungrad als Ansammler der Energie. 

410) Aufgabe. Eine Dampfmaschine leiste bei einer sekund- 
lichen Umdrehung 300 Pferdestärken. Wie schwer müfste 
der Schwungring von 3 ra mittlerem Radius sein, um nach 
Abstellung der Triebkraft denselben Widerstand 10, 20, 
30 Sekunden lang zu überwinden? 

Auflösung. Die sekundliche Leistung 
der Maschine beträgt 300 • 75 mkg = 22,5 
Metertonnen. Das Auslaufdiagramm für 
10 Sekunden ist unter der Annahme kon- 
stanten Widerstandes ein Dreieck BCE, 
welches halb so grofs ist, als das ent- 
sprechende Rechteck AB CD für eine kon- 
stante Maschinenleistung von gleicher Dauer. Der Widerstand kann 
durch Lote von gleicher Länge, die auf die Diagrammfläche auf- 
zusetzen sind, dargestellt werden. Vom Schwungrad, dessen Arbeits- 

wucht — — ist, wird also eine Arbeit von y • 22,5 Metertonnen be- 
ansprucht. Es ist demnach zu setzen 




oder 



also 



— — '^ . 22 ^) 



p r*(2«)* 10 



P = 



10 22,5 



9«' 



9 
225 9,81 

36 TT* 



= T-22,5, 



= 6,2 Tonnen = 62 Doppelzentner. 



Für 20 Sekunden sind 12,4, für 30 Sekunden 18,6 Tonnen erforderlich. 
Bemerkungen. Für blofse Uberschlagungsrechnungen kann man 

9 81 

-L^ =: 1 setzen, was bei diesem Beispiele 6,25 Tonnen geben würde. 

Die allgemeine Formel für diese Art von Aufgaben ergiebt sich 
bei n sekundlichen Umdrehungen und einer sekundlichen Leistung L 
der Maschine für eine gegebene Auslaufszeit t aus 



-- = ~L oder |^^ = -i 
gtL gtL 



als 

Ist eine der andern Gröfsen als Unbekannte betrachtet, so folgt daraus: 
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2) < = 1P^, 

A\ r=l/ ^*^ ^J-Vj^i 

5) „==J_-|/1ll. 

Mit Hülfe dieser Formeln lassen sieb entsprechende Aufgaben lösen 
und an sie allgemeinere Betrachtungen anknüpfen. 

411) Aufgabe. Eine Maschine leiste bei einer sekundlichen 
Umdrehung 400 Pferdestärken, ihr Schwungring wiege 
20 Tonnen bei 3 m mittlerem Radius. Wie lange kann das 
Rad nach Abstellung der Triebkraft den gesamten Wider- 
stand noch überwinden? 

Alm 7^1 

Auflösung. Die Sekundenleistung der Maschine ist L = ^^öö" ^^ ^^ 
Metertonnen. Gleichung 2) giebt 

^ = ^ 9,81 '. so'"' = ^^'1^ Sekunden. 

412) Aufgabe. Die Leistung einer Maschine bei einer 
sekundlichen Umdrehung soll bestimmt werden, nachdem 
sich ergeben hat, dafs das Schwungrad von 20 Tonnen 
Gewicht und 3m Radius nach Abstellung der Triebkraft den 
gesamten Widerstand noch 20 Sekunden lang überwinden 
kann. 

Auflösung. Nach 3) ist 

-^ = QQ. — = 36,22 mi/s (Metertonnen pro Sekunde), 

oder 483 Pferdestärken. 

Bemerkung. Da das Absperren des Dampfes Zeit beansprucht, 
müfste man die Geschwindigkeit zunächst höher treiben, sodann den 
Dampf absperren und die Zeit des Auslaufs von dem Augenblicke ab 
zählen, wo das Rad eine Tour in der Sekunde macht. 

Die gefundene Leistungsfähigkeit ist gewissermafsen die Brutto- 
leistung der Maschine, denn sämtliche Widerstände sind darin ent- 
halten, z. B. Kolbenreibung, Stopfbüchsenreibung, Reibung der Gerad- 
führungen, sämtliche Zapfenreibungen, die Luftwiderstände und dgl. 
Um die Nettoleistung zu finden, müfste man nicht nur die Triebkraft 
abstellen, sondern auch den eigentlichen Widerstand (die Last) auslösen 
imd die Dauer des Auslaufs des Rades und der Maschine beobachten. 

HolimUller, Ingenieur -Mathematik I. 21 • 
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Angenommen, es handle sich um 600 Sekunden, dann ist die folgende 
Aufgabe malsgebend. 

413) Aufgabe. Mit wieviel Pferdestärken müfste ein kon- 
stanter Widerstand einsetzen, um das obige Rad in der Aus- 
laufszeit von 600 Sekunden zur Ruhe zu bringen? 

Auflösung. Gleichung 3) giebt 

i, = ^ '. — TTT^r-^ — = 1,208 'Metertonnen auf die Sekunde 

oder 16,1 Pferdestärken. 

Die Nettoleistung der Maschine würde also sein 483 — 16,1 
= ~ 477 Pferdestärken. 

In dem Effektverlust von 16,1 Pferdestärken ist jeder Widerstand 
enthalten, auch der Einflufs der etwa hin- und herschwingenden Teile. 
Die Annahme, dafs der Widerstand konstant sei, ist z. B. im Hinblick 
auf den Luftwiderstand nicht ganz richtig, das Resultat ist aber für 
praktische Zwecke hinweisend genau und kann zur ErpLnzung der Er- 
gebnisse von Indikator- und Bremsversuchen dienen. In solcher Weise 
ist man auch imstande, den Arbeitsaufwand, den Lochmaschinen, 
Pressen u. dgl. für ihre Funktionen erfordern, versuchsweise fest- 
zustellen. Da theoretische Vorhersagungen hier kaum möglich sind, 
müssen Experimente die nötige Unterlage geben. 

414) Aufgabe. Mit wieviel Pferdestärken müfste ein kon- 
stanter Widerstand einsetzen, um obiges Rad in einer 

Sekunde oder in ^^ Sekunde, oder in ~ Sekunde zur Ruhe zu 
zwingen. 

Auflösung. Für eine Sekunde bedarf es einer Anfangsarbeit von 

Z, = ^iii'-i'!*- = 724,4 mi/s oder 9640 Pferdestärken, bei > Sekunde 

das 10-fache, bei j^ Sekunde das 100-fache. 

Bemerkung. Nach den in Nr. 97, 98 und 101 behandelten 
Formeln kann aber die Schwungradwelle aus Gründen der Festigkeit 
nur eine begrenzte Anzahl von Pferdestärken übertragen, z. B. die 
Anzahl 

ar nnSd^ , *r Gnn^d* 

N = Tz: — „- -^^ bezw. N = 



16 716 200 "^""- -^' 4 360 . 1000 • 16 • 716 200' 

daraus geht also hervor, dafs die Triebwelle durch Torsion zerbrechen 
mufs, wenn das Stillstehen in allzukurzer Zeit geschehen soll. Selbst- 
verständlich können vorher die zu schwach gebauten Radarme nach- 
gel)en, oder der Keil, mittels dessen die Nabe auf die Triebwelle 
gekeilt ist, wird vorher durch Abscherung beseitigt. Letzteres 
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würde noch das am wenigsten schädlich wirkende sein, und deshalb 
pflegt man den Keil nicht allzu widerstandsfähig zu machen. 

Be7ieichnet man den Widerstand, der das Rad schnell zur Ruhe 
bringen soll, kurzweg als Stofs, so folgt aus Gleichung ;5) dafs die 
Bruehgefahr umgekehrt proportional der Stofsdauer ist. 
Setzt man in abstrakter Weise ^ = 0, so würde L = oo, das Rad 
oder die Welle also unter jeder Bedingung zertrümmert werden. 

415) Aufgabe. Ein Schwungring vom spez. Gewichte p' 
mit den Radien r und r^, der durch Rotation einer Rechtecks- 
fläche mit den Seiten h = r — r^ und d entstanden gedacht 
wird, hat bei n Umdrehungen in der Sekunde welche 
Arbeitswucht in sich? 

Auflösung. Das polare Trägheitsmoment der Ringfläche ist 



,.4 — y-* 



*■' + '■?/, «X ^^' + 'i 



i«=-^-'(r«-r*)« = F 



Hier also wird 

r' + r'i pr' + rl (r« - fi)np' ^r* + rf (r^ - rjf) np'cl 



T=m 






2 g 2 g '2 2^ 

also 

A« _ (r*_- r\)7tp' ^^ _ {r' -r'^np'd4.n^n^ _ (!' T rjj^y r/n« 
2 2flf *^ ^g 9 

Metertonnen. 

Ist z. B. r = 2m, r^= 1,6m, d = 0,2m, p' = 7,5m, so würde 
sein 

A = ^^'-}-^^\l"- ^J^ -^n^ = 44,786 w^ Metertonnen 

oder A = 44 786 w^ mkg. Also bei 1, 2, 3 Umdrehungen bezw. 
44 786 mkg, 179144 mkg, 403074 mkg. 

Die plötzliche Herabsetzung der Geschwindigkeit von 3 auf 2 
sekundliche Umgänge würde schon 403074 — 179144 = 223930 mkg. 
Zerstörungsarbeit in die Maschinerie werfen. Stofsweise Ver- 
langsamungen also, wie sie beim Walzen, Bohren, Pressen häufig ein- 
treten, müssen bei der Konstruktion berücksichtigt werden. Ebenso 
würden Stöfse eintreten, wenn man Schleifsteine, Mühlsteine oder 
vollständige Transmissionsbetriebe durch plötzlich wirkende Einrück- 
kuppelungen in sofortige Bewegung versetzen wollte. Der Vorgang 
beim Zerbrechen der Radarme oder des Kranzes ist in Figur 28r) 
dargestellt. Dreht sich das Rad in der Richtung v und ist -- w die 
plötzlich hemmend wirkende Gegenkraft, so wird jeder Radarm ABC 

21* 
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gebogen^ wie ein beiderseits eingespannter Träger, bei dem A und C 
die am meisten gefährdeten Stellen sind, während die Biegungs- 

spannung im Wendepunkte B gleich 
Null ist. Die Biegung des Radarmes 
bei C wirkt auf den Kranz in Form 
eines Kräftepaares, welches durch die 
Kräfte -^ p und — p angedeutet ist. 
Entsprechende Komponenten der Kräfte 
— p imd + q können als ein Kräfte- 
paar betrachtet werden, welches den 
Quadranten (oder Sektor) CD links- 
drehend zerbrechen will. Dabei sind 
C und D und zwei zwischen C und D 
liegende Pimkte als besonders gefährdete 
Stellen au£&ufassen. 
Die Abnahme der Arbeitswucht des auslaufenden Schwungrades 
geschieht unter Voraussetzung konstanten Widerstandes nach Mafs- 
gabe des Fallgesetzes und der Zerlegung des Diagramms in Teil- 
trapeze. Dauert der Auslauf z. B. 10 Sekunden, so wird nach dem 

Gesetze der ungeraden Zahlen von Sekunde zu Sekunde ^, ^, ^f ^, 
• • • • 4? 4^ I^ ^^^ Energie aufgebraucht. 




416) Aufgabe. Eine Maschine leiste bei einer sekundlichen 
Umdrehung 400 Pferdestärken. Der Schwungring soll 
20 Tonnen wiegen und imstande sein, den gesamten Wider- 
stand nach Abstellung der Triebkraft 40 Sekunden lang zu 
überwinden. Wie grofs ist der mittlere Radius zu nehmen? 

Auflösung. Aus Gleichung 4) folgt 

^ _ ^J_y,]^np = i |/I47;i5 == 3,861 m. 

Den Aufgaben über den Auslauf der Maschine entpsrechen solche 
über den Anlauf. 



417) Aufgabe. Eine Maschine leiste bei 3 Touren in der 
Sekunde 400 Pferdestärken. Wieviel Zeit hat sie nötig, beim 
Blindgange das Schwungrad — abgesehen von den Reibungs- 
widerständen — in diese Geschwindigkeit zu versetzen, 
wenn dieses bei 3m Radius 20 Tonnen wiegt? 

Auflösung. Auch hier ist, wie aus der Gleichung 



iL 
2 



T»' 
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hervorgeht, die Gleichung 2) mafsgebend. Man erhält 

t = ^•'^(y)' = 217^ Sekunden. 

Dies ist 9-fache des Resultates der Aufgabe 411, was sich naturgemäfs 
daraus erklart, dafs t dem Quadrate der Winkelgeschwindigkeit pro- 
portional ist. 

B. Schwungrad und Centrifagalbraft. 

418) Schwungrader werden in der Regel durch Betriebsstockungen 
in der oben erwähnten Weise zerstört. Bei sehr grofsen Geschwindig- 
keiten, z. B. beim Durchgehen der unbelasteten Maschine, deren 
Absperrventil nicht in Ordnung ist, kann die Zerstörung auch durch 
die Centrifugalkrafl erfolgen. Sieht man von den Radarmen vor- 
läufig ab, so handelt es sich um das Abreifsen der einen Eranzhälfte 
von der andern. Mafsgebend ist also die im Schwerpunkte S^ ver- 
einigt gedachte Masse jeder Hälfte. (Vgl. Figur 53.) 

Ist d die Dicke des Rades mit rechteckigem Hauptschnitt, sind 
r und r^ die Radien, und ist p' das spezifische Gewicht, so handelt 

es sich um die Masse - = — M — r^) d i- und um Centrifugalkräfte 

mqi^mifj wo q der Schwerpunktsabstand — — -^ ^r, n die Touren- 

zahl fiir die Sekunde bedeutet, also um 

n{r^^T^^äp' 4(r«-^ ) _ 2 dp- (r» - rf) (2 n^)' 

419) Aufgabe. Wie grofs ist die Centrifugalkraft, die 
einen einfach gestalteten Schwungring von den nach- 
stehenden Dimensionen bei einer, zwei, drei Touren in der 
Sekunde zerreifsen will? r = 3,3m, ri = 3m, d = 0,3 m, |)' = 7,5. 

Auflösung. 

^ 2 . 0,3 . 76(3,3» — 3») 4«* 6?r«(3,3» ~ 8«) 63,62«« 5,^0^ m 

Bei 2 Touren handelt es sich um das 4-fache, bei 3 Touren um 
das 9-fache u. s. w. 

Bemerkung. Die gesamte Rifsfläche ist das doppelte Rechteck 
aus d und (r — rj, also gleich 2 d(r — r^) == 2 • 0,3 • 0^3 = 0,18 qm 
= 180000 qmm. Von der Spannung 53 940 kg kommen also «luf 
jedes Quadratmillimeter 0,2997 = ~ 0,3 kg. Der Tragmodul des 
Gufseisens ist 7,5 kg. Wann wird er erreicht? Bei n Touren 



326 X. Anhang. 

handelt es sich um v? • 0,3 kg Spannung, aus n* • 0,3 = 7,5 folgt 
n* = 25 und n = 5. Bei 5 Touren also wird bereits die Elastizitäts- 
grenze erreicht. Wird der Bruchmodul als 11 angenommen, so erfolgt 
das Zerreifsen bei 

n = y^ = 6,055 Umdrehungen in der Sekunde. 

Die Annahme, dafs der Zug sich gleichmäfsig über die ganze 
Rifsfläche verbreitet, ist nicht ganz richtig, aber für praktische 
Zwecke zulässig. 

Bei anderer Gestaltung des Hauptschnittes kommen die Formeln 
des Abschnittes 49 zur Geltung. 

Will man direkt die Spannung erhalten, so ergiebt sich in 
Tonnen auf das Quadratmeter die Zugspannung 

Multiplikation mit 1000 und Division durch 1000000 reduziert diese 
Spannung auf Kilogramm pro Quadratmillimeter, so dafs man dann hat 

" ' 3000^ ' ' 

im Beispiele also 

^ 7,6 (10,89 + 9,9 + 9W «« ^ ^^^^ , , 

Bei den grofsen z. B. in Drahtwalzwerken gebräuchlichen Um- 
drehungszahlen sind nach Obigem gufseiseme Räder von grofsen 
Dimensionen unbrauchbar. Sie werden dort durch schmiedeeiserne 
ersetzt. Bei dem Schrägwalzverl'ahren (Maimesmann) hat man die 
Sicherheit noch durch Umspinnung mit Draht zu vergröfsem gesucht. 



C. Die ausgleichende Arbeit des Schwungrades bei der 

einfachen Kurbelbewegung. 

420) Der Kurbelradius der Maschine sei r, der Widerstand, auf den 
Radius r reduziert, sei (/, also qr das Moment des zu überwältigenden 
Widerstandes. Man denke sich z. B. die Last (j an einem Seile 
wirkend, >velchos um die Peripherie des Kurbelkreises geschlungen 
ist. Die Richtung der Pleuelstange werde stets als horizontal an- 
genommen, was bei der sogenannten Kurbelschleife durchaus richtig, 
bei Pleuelstangen gewöhnlicher Art angenähert richtig ist, sobald sie 
mehr als die 5-fache Länge des Kurbelradius haben. Die treibende 
Maschine werde, wie tiberall in den Lehrbüchern, zunächst als Voll- 
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druckmascliine angenommen^ so dafs es sieh um eine konstante 
Triebkraft p handelt. T sei das Trägheitsmoment der gesamten 
Schwungmasse (zu der im angenommenen Beispiele auch die am Seile 
hängende Last q gehören müfste, wenn sie nicht vollständig abstrakt 
als Kraft aufgefalst wird). 

421) Aufgabe. Wie grofs mufs die Triebkraft ^> thieo- 
retisch sein, damit der Gang der Maschine ein periodisch 
regelmäfsiger werde? 

Auflösung. Bei jeder Umdrehung ist die Arbeit q '2m zu leisten. 
Ebenso viel Arbeit mufs die Dampiinaschine hergeben*), wenn die 
Maschine nicht in dauernde Beschleunigung oder in Verlangsamung 
geraten soll. Der Hin- und Rückgang des Kolbens giebt den Weg 
4r, also ist p ' Ar die entsprechende Arbeit der Maschine. Aus 
p • 4 r = 5 • 2 rÄ folgt 



Fig. 286. 



1) 1> = i<I = 1,5708 q. 

Die Triebkraft ist also mehr als 
das ij fache der Last, und zwar des- 
halb gröfser, weil ihr Hebelarm zwischen 
den Werten Null und r schwankt, 
während der Hebelarm der Last kon- 
stant gleich r bleibt. Bemerkenswert ist, 
dafs die Gröfse von r für das Resultat 
gleichgültig ist. 



422) Aufgabe. In welchen Stellungen ist das statische 
Moment der Kraft gleich dem der Last? 

Auflösung. Für die beliebige Stellung a (Fig. 2S6) ist das statische 
Moment der Kraft pr sin «, das der Last ist stets qr. Setzt mian 
beide gleich, so ist 




oder 
Daraus folgt 

d. li. 

2) 



pr sm a = qr 



n 

- qr ama 



sm cc = 



qr. 



n 



a = 390 32' 30", 



*) Der Satz von der Erhaltung der Arbeit bei diesem Probleme ist vorher 
in bekannter Weise elementar zu beweisen. 
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Dasselbe gilt von den Stellungen 

— 39° 32' 30" und + 140^27' 30". 

Diese Stellungen sind die einzig möglichen för das Gleichgewicht. 
Bleibt die Maschine zwischen H und E oder zwischen F und G 
stehen^ so ist es der Dampfkraft p nicht möglich, das Moment der 
Last zu überwinden und die Maschine in Gang zu setzen. Entweder 
mufs die Last vermindert oder das Rad mit besonderen Mitteln über 

die Minimalstellen hinaus getrieben werden, d. h. mindestens 39^32-^ 

über die Totpunktstellung hinaus. Die Vorrichtungen, die 
dem Maschinenwärter diese Arbeit ermöglichen, sind wohl allgemein 
bekannt. 

Folgerungen. Von H bis E ist das Moment der Triebkraft 
zu klein, von E bis F ist es zu grofs, von F bis G zu klein, von G 
bis H zu grofs. Demnach herrscht Verlangsamung des 
Maschinenganges von H bis -B, Beschleunigung von E bis Fy 
Verlangsamung von F bis 6r, Beschleunigung von G bis H, 
Folglich: Das Minimum der Drehungsgeschwindigkeit be- 
findet sich bei E und ö, das Maximum bei F und H. Die 
beiden Minima werden sich als gleich herausstellen, ebenso die Maxima. 

423) Aufgabe. Die Winkelgeschwindigkeit in der Tot- 
punktstellung sei dj. Wie grofs ist die Winkelgeschwindig- 
keit %^ für jede beliebige Stellung a des Kurbelradius? 

Auflösung. Geht in der Figur der Endpunkt des Radius von A 
nach E, so ist die Last imi den Bogen AE =^ r • ä gehoben. Die ge- 
leistete Arbeit ist also qrccy oder, wie aus der Proportion a : S = cfi:18Q^ 

folgt, geleistete Arbeit = Q^^Tqqö} wobei man die Gradzeichen dulden 

möge, um Verwechselungen zu vermeiden. 

Der Weg des Dampfkolbens aber ist AK, die aufgewandte 

Arbeit der Maschine slso p • AK, oder, da^) = -g und AK = 

r (l — cos a) ist, aufgewandte Arbeit = -gr (1 — cos«). Folglich 
Krafkarbeit — Lastarkeit 

= h^ U - cos«) - qrx^,= qr7t [| (l - cosa) - jg^]- 

Dieser Arbeitsüberschufs, der allerdings positiv und negativ sein 
kann, wirft sich in die Schwungmassen und bringt deren Arbeits- 

wucht von -5— auf —^ , so dafs sein mufs: 
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Hieraus ergiebt sich 

3) ^» = ^J_!^[jg,_>(l_eos.)], 

woraus sich die Winkelgeschwindigkeit d' fttr jedes « leicht be- 
rechnet. 

Setzt man für « den Supplementwinkel 180^ — a ein, so ver- 
wandelt sich die Formel in 

3*) ^ = *J + T[i&-i(l--«4 

80 dafs die Summe der Quadrate der Winkelgeschwindig- 
keiten für Supplementstellungen stets gleich 2'9'J ist. Daraus 

folgt, dafs in den Stellungen Ä, B, C und D, d. h. für 0», 90>, 
180® und — 90® die Winkelgeschwindigkeit gleich d^ ist, was 
sich bei Einsetzung dieser Winkel auch bestätigt. In der statisch 
günstigsten Stellung ist also die Geschwindigkeit dieselbe, 
wie in der Totpunktstellung. 

Auch für die Minimal- und Maximalstellung ist die Summe der 
Quadrate der Winkelgeschwindigkeiten gleich 2dj, also 

max I min 1 f 

oder 

A\ <x8 max ' min 

4) »^ = — 



2 



Folglich: Das Quadrat der Winkelgeschwindigkeit in der 
Totpunktstellung ist das arithmetische Mittel der Quadrate 
der Maximal- und Minimalgeschwindigkeit. 

424) Noch klarer tritt das Resultat hervor, wenn man beide Seiten 

T 
der Gleichung 4) mit — multipliziert. Es ergiebt sich 

oder 

5*) .-1. = 



max -|- min 



y 



d- h. die Arbeitswucht der Schwungmassen in der Totpunkt- 
stellung ist das arithmetische Mittel der Arbeitswuchten in 
den Stellungen der Maximal- und Minimalgeschwindigkeit. 
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Dasselbe gilt von den Stellungen + 90*^- Nach den Bemer- 
kungen zu den Gleichungen 3) ist -4^ auch das arithmetische Mittel 
der Arbeitswuchten ftir jedes Paar der dort besprochenen Supplement- 
stellungen. 

425) Aufgabe. Die Maximal- und die Minimalgeschwindig- 
keit sollen aus der Totpunktgeschwindigkeit berechnet 
werden. 

AuflöBimg. Beide berechnen sich nach 3) und 3*) aus der 
Gleichung 

»'==»l + tip [?ü^»?: _ 1 (1 _ cos 390 32- 30")] , 

also: 

,6614 qr 

6) 



l'^max = Y^i + "^ 



7 



-i/Ti 0,6614 qr 
Vmin ^=^ y ^i 2" 



Folgerungen: Die gesamte Schwankung ist: 



^ A i/a2 I ^'^ö^^«*" I/a« 0,6614 gr 
vmax — t^min = [/ Vj -j ji y ^i j^ 

Aus 6) folgt 
7) j^' -»\ = 1 3228 % 

■ niax min ? T 



T 
(was unabhängig von O-j ist), oder wenn man beiderseits mit — mul- 
tipliziert: 

^^2 — 1^^^ =0,6614ör, 
d. h. 

8) ^n,ax — .4min = 0,6614 qf = 0,6614 M. 

Also: Die Arbeitswucht, die von den Schwungmassen in 
der Beschleunigungsperiode aufgenommen und in der Ver- 
langsamungsporiode wieder abgegeben wird, ist gleich 
dem 0,6614-fachen des Lastmomentes, oder etwa gleich 

Y des Lastmomentes. Die Gröfse der Schwungmasse, die Gröfse 

ihres Trägheitsmomentes, die mittlere Geschwindigkeit und die mittlere 
Arbeitswucht der Schwungmasse sind dabei vollständig gleich- 
gültig. Die Arbeitsaufnahme eines Schwungrades ist also 
nur von dem Lastmomente abhängig. 
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426) Soll das Schwungrad über die Minimalstelle wirklich hinaus- 
kommen, so mufs nach Gleichung 7), in der für '9'min der Grenzwert 
Null einzusetzen ist, 



^max >]/i,3228 f 



sein. Die kleinste denkbare Maximalgeschwindigkeit ist also 



*n.ax =|/l,3228 ?; • 



Die kleinste denkbare Totpunktgeschwindigkeit ist also nach 6) 
zu berechnen aus 

»^ =f^'' - 0,6614 ^ = 1,3228 ?; — 0,6614 % • 

Dafs sie mindestens 



^^=]/o,6614^ 



sein mufs, ergiebt sich auch aus der zweiten der Formeln 6), die 
sonst Imaginäres ergeben würde. 

Man erkennt daraus, dafs bei gegebenem Lastmoment und ge- 
gebener Schwungmasse die Maximalgeschwindigkeit und ebenso die 
Totpimktgeschwindigkeit unter gewisse Minimalwerte nicht herab- 
sinken dürfen. Will man jedoch mit geringerer Maximalgeschwindigkeit 
arbeiten, so mufs man das Trägheitsmoment T der Schwungmasse 
vergröfsem, denn das gestattete Minimum ist umgekehrt pro- 
portional der Quadratwurzel aus dem Trägheitsmomente. 
Schon daraus wird man den Schlufs ziehen, dafs man grofse Schwung- 
massen anwenden mufs, wenn man der Maschine möglichst geringe 
Tourenzahl bei einiger Regelmäfsigkeit des Ganges geben will. 

Man sieht femer, dafs die gröfste mögliche Schwankung diejenige 
zwischen dem kleinsten Maximalwei-te und Null sein wird, also 

1/1,3228^, was sich später noch deutlicher zeigen wird. 

427) In der Technik berechnet man die Schwankungen vom 
Mittelwerte der Maximal- und Minimalgeschwindigkeit aus, der d*,;, 
sein mag. Dem wird genügt, wenn man 

^max = ^.n + ^" = ^n, (1 + -) , 

9) { n \ n/ 

I '9'min = ^m — ~ = d^ f 1 —j 
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setzt, woraus eben folgt 



^m = 



» 



+ ^r 



max "r" min 



m 2 

Man bezeichnet dann — als die Schwankung (vom Mittelwerte aus 

gerechnet) und n als den Schwankungskoeffizienten. 

Durch Addition und Subtraktion folgt aus den Gleichungen 9) 

vmax '''min ^^^ 



n ' 



und durch Multiplikation erhält man aus den letzteren 



m 



Vergleicht man diese Gleichung mit 7), so findet man 



^< .^^^r.^r 



^ = 1,3228-, 

oder 

^ ^ \ ^ Qr M 

11) -f = 0,3307 ~ = 0,3307 -^ . 

Sind also gegeben das Widerstandsmoment Mj das Trägheits- 



» 



+ 'ö'mii 



moment T und die Mittelgeschwindigkeit -d*», = ^ , so läfst 

sich die Schwankung — leicht berechnen. 

428) Für den Techniker ist die wichtigste Aufgabe die, für eine 

zulässige Schwankung — die dazu notige Schwungmasse zu bestimmen. 

Ihr Trägheitsmoment ergiebt sich aus 

^ 0,8807 Mn 
11*) ^= --^2- • 

tn 

Aus 

1 0,8307 M 

11**) — 



n 9\T 

tn 



folgt ohne weiteres, dafs die Schwankung umgekehrt pro- 
portional dem Trägheitsmomente und dem Quadrate der 
Mittelgeschwindigkeit %'tn ist, welche letztere jedoch nicht mit 
der mittleren Geschwindigkeit in Bezug auf die Zeit verwechselt 
werden darf. Man ist trotzdem berechtigt, daraus abzulesen, dafs 
man bei grofser Umdrehungsgeschwindigkeit auch mit einem 
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kleineren Schwungrade grofse Regelmäfsigkeit des Ganges 
erzielen kann. Der Ausschlag — wird in jedem Falle ' ^ « 

m 

429) Aufgabe. Wie unterscheidet sich die Mittel- 
geschwindigkeit d^m von der Totpunktgeschwindigkeit d-^? 
Auflösung. Es war 



^! = 



<« + ^L. <' + ^)+<('-^)' 



12 .2 

also 



-<b+hi 



12) »,-ft.l/l + (i)'. 

Die Totpunktgeschwindigkeit ist also stets ein wenig gröfser, 
als der Mittelwert O",«. Ist z. B. die Schwankung^ von diesem aus 

gerechnet^ ^^ so ist 



», = »,yi + ^ = -^„(1 + ^15)=- 1,0002#„.. 

Bei grofsen Geschwindigkeiten darf man also Totpunktgeschwindig- 
keit und Mittelgeschwindigkeit zur Not mit einander vertauschen, bei 
geringer Umdrehungsgeschwindigkeit aber nicht. Die Unterschiede 
können sogar sehr grofs werden. Bei der kleinsten möglichen 
Maximalgeschwindigkeit und der zugehörigen Minimalgeschwindigkeit 

Null z. B. ist die Mittelgeschwindigkeit d-m = jy 1,3228 ~ , die 

Totpunktgeschwindigkeit dagegen -Ö-^ =T/y • 1,3228 y, so dafs sich 

beide verhalten wie y : y^ , oder wie 1 : )/2, also etwa wie 1 : 1,41, 
wobei die Vertauschung doch wohl etwas bedenklich sein dürfte. 

Diese Bemerkung soll nur dazu dienen, auf die Unzulässigkeit 
des Verfahrens aufinerksam zu machen, dessen sich einige Lehrbücher 
bedienen, wenn sie solche Vertauschungen ohne jede Vorsichts- 
mafsregel vornehmen. 

Nach Gleichung 11**) wird nim allerdings bei grofsem -O*,,, die 

Schwankimg — sehr klein, der Unterschied zwischen mittlerer Ge- 
schwindigkeit, Mittelgeschwindigkeit und Totpunktgeschwindigkeit 

V Q 3Q07 J^f 

ebenfalls klein, jedenfalls weit kleiner als Unterschied — oder ' ^ . 

der den Gesamtausschlag vom Mittelwerte aus bezeichnet. Bei gröfserer 
Umdrehungszahl also wird es für technische Zwecke berechtigt 
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sein, ^j, d'm wnd die mittlere Geschwindigkeit in Bezug auf die Zeit 
etwa ^0, mit einander zu verwechseln. Dann ist man noch in der 
Lage, Pferdestärken und Tourenzahl (pro Minute) einzufahren. 

430) Aufgabe. Welche Beziehung findet zwischen dem 
statischen Momente des Widerstandes Mf=qr, der Anzahl 
von Pferdestärken N und der Tourenzahl m statt? 

Auflösung. Bei jeder Umdrehung wird die Last q um 2rar 
gehoben, also die Arbeit 2r7fq geleistet, die Arbeit pro Sekunde ist 

also bei m minutlichen Umdrehungen — ä^^~7 also, wenn z. B. in 

Meterkilogrammen gerechnet war, JV = - Pferdestarken. Denmach 

ist das Lastmoment 

itj\ ^€ 75 . 60JV' 
Li) M= qr = —z 

zu setzen. Die mittlere L^mdrehungsgeschwindigkeit aber ist jetzt 



^« 



60 



Darf man nun ^„, und d-Q verwechseln, so geht Glei- 
chung 11**) über in 

75 60 • iS' 





1 
n 


"••"'"' ^nm 




3600 






woraus folgt: 






14) 




'* 21 600 A^' 


oder auch 






15) 




rp 21600iS^w 



Dies ist die auf den technischen Hochschulen gebrauchliche Formel*). 
Schon sie ist streng genommen nur eine Annäherungsformel für den 



l>ie höhero Rechnung wurde für tlie halbe Umlaufszeit die Formel 



fv- 





ergeben. Auf die Berechnung der wirklichen mittleren Geschwindigkeit ^^ = Ü[ 

winl jedoch auch auf der Hochschule wegen der Schwierigkeit der Auswertung 
des Integrals verzichtet. Vergl. meinen Aufsatz in der Zeitschr. d. V. dentecher 
Ingenieure, Bd. 34, S. 30 u. s. w. 



Die ßchwungradtheorie. 335 

Fall grofser Geschwindigkeiten. Weit komplizierter würde die Rechnung 
werden, wenn man statt der VoUdruckmaschine die Expansionsmaschine 
behandeln woUte. Immerhin würde die Berechnung von hohem Inter- 
esse sein, sowohl bei Zugrundlegung des Mari otteschen Diagramms 
(gleichseitige Hyperbel) als des adiabatischen Diagramms für 
atmosphärische Luft bezw. gesättigte Dämpfe. Hier sind graphische 
Darstellungen vorzuziehen, wie sie am Schlüsse zur Sprache kommen 
soUen. 

431) Aus Gleichung 14) läfst sich folgendes ablesen: 

Die Schwankung der Maschine ist direkt proportional 
der Anzahl der Pferdestärken, umgekehrt proportional der 
Schwungmasse und umgekehrt proportional der dritten Po- 
tenz der Tourenzahl. 

Was diese dritte Potenz anbetrifft, so scheint darin ein Wider- 
spruch gegen die Formel 11) zu liegen, nach der die Schwankung 
dem Quadrate der Geschwindigkeit, also auch dem der Tourenzahl, 
umgekehrt proportional war. Der Widerspruch ist jedoch nur ein 
scheinbarer, denn wenn die Maschine doppelt so schnell (bei gleicher 
Belastung) geht, wird auch die Anzahl der Pferdestärken verdoppelt, 

so dafs der Faktor ^ auf ^ oder ^ reduziert wird. Man erkennt 

wiederum, dafs man bei doppelter Umdrehungsgeschwindigkeit (und 
doppelter Anzahl der Pferdestärken) mit dem vierten Teile des Trägheits- 
momentes dieselbe Regelmäfsigkeit erzielt. 

Darf man das Trägheitsmoment der Last q vernachlässigen, was 
stets gestattet ist, sobald es sich imi einen nur passiv wirkenden 
Widerstand handelt (z. B. um die Reibung, die niemals eine entgegen- 
gesetzte Bewegung der Maschine aktiv hervorrufen kann) und wiU 
man beim Schwungrade nur den Ring, nicht aber die Radarme, die 
Achse und die Nabe berücksichtigen, so kann man Aufgaben der 
folgenden Art ohne weiteres lösen: 

432) Anfigabe. Ein Schwungring habe den Radius jR. Wie 
schwer ist er zu nehmen, damit bei N Pferdestärken und m 
minutlichen Touren die Schwankungen der Maschine, vom 

Mittelwerte aus gerechnet, den Betrag — nicht überschreiten? 

P 
Auflösung. Ist P das Gewicht des Rades, so ist — seine Masse, 

— .jB* = - --E^ sein Trägheitsmoment, wobei in Metern und Kilo- 
g 9,81 . "^ '_ • 

grammen zu rechnen ist. In Formel 15) eingesetzt, giebt dies 

P pjj 21600 Nn 

g w' 
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also ist das gesuchte Gewicht des Ringes 

p 9,81 ♦ 21 600 » Nn 

Leistet z. B. die Maschine 100 Pferdestärken bei 60 Touren, und soll 

die Schwankung, vom Mittelwerte aus gerechnet, r^ nicht übersteigen, 

so ergiebt sich als Gewicht des Ringes, wenn der Radius 1! = 2m 
sein soll, 

ü 9,81 -21600 -100 1 00 9,81 -21 60 00000 oj^KO V« 

^ — 4~6Öi 4 • 216000 = ^^^ ^ö* 

Die mittlere Winkelgeschwindigkeit der Maschine ist dabei 2;r, die 

Maximalgeschwindigkeit 2^(l-|~!i^); di^ Minimalgeschwindigkeit 

2;r (l — j^j, wobei bezüglich des Ausdrucks mittlere Geschwindigkeit 

von der oben erörterten Erlaubnis zur angenäherten Berechnung 
Gebrauch gemacht worden ist. 

Bei dieser Aufgabe war der Radius des Ringes schlechthin gleich 
H angenommen. In Wahrheit handelt es sich um einen änfseren 
Radius B und einen inneren Radius iZj. (Das vorige It ist nicht 
etwa das arithmetische Mittel der beiden jetzigen Radien, sondern sein 
Quadrat ist das Mittel der jetzigen Radienquadrate.) Also: 

433) Aufgabe. Dieselbe Aufgabe für einen Schwungring 
mit rechteckigem Querschnitte und den Radien H und JKj 
zu lösen. 

Auflösung. Das Trägheitsmoment ist jetzt: 

9 -5 

Einsetzung in Gleichimg 15) giebt als Gewicht des Ringes 

2 . 9,81 • 21 600 iVn 



P = 



w* (R^ + E\) 



Sind z. B. für das vorige Zahlenbeispiel die beiden Radien B = 2,3 m 
und jRj = 2 m, so ergiebt sich unter denselben Bedingungen das 
Gewicht 2112 kg. 

434) Aufgabe. Ein Schwungring habe den Radius iZ und 
das Gewicht P. Welche Schwankung macht die Maschine 
bei N Pferdestärken und m minutlichen Umdrehungen? 

Auflösung. 

£ 9,81 ♦ 21 600 ■ N 

n ~ PB*m* 
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Ist z. B. P = 5000 kg, JB = 2 m, Tourenzahl m = 60 und Zahl der 
Pferdestärken N = 100, so folgt 

1 9,81 -21600 • 100 1 



r>>^ 



n 6000 -4 -60' 204 

Berücksichtigt man dagegen beide Radien, so lautet die Lösung 

£ _ 2 • 9,81 ' 21 600 JV^ 

Dasselbe Beispiel, jedoch mit R = 2,3 und jR^ = 2 giebt als 
Schwankung ^' 

Genauer pflegt die Praxis nicht zu rechnen. Will. man die Auf- 
gaben durch Einrechnung der Kadarme u. s. w. komplizierter machen, 
so stellen sich bei einfacherer Gestaltung dieser Teile Schwierigkeiten 
nicht in den Weg. 

Endlich sei noch folgende Aufgabe gestellt: 

435) Aufgabe. Eine Maschine leiste N Pferdestärken 
bei m minutlichen Umdrehungen. Wieyiel Arbeit hat das 
Schwungrad in der günstigen Periode aufzunehmen und in 
der ungünstigen wieder abzugeben? 

Auflösung. Nach Gleichung 8) war die aufzunehmende und 
abzugebende Arbeit 

Ämmx — -^.miii = 0,6614 ^r. 

Nach Gleichung 13) war aber 

75 . 60N 
qr = — 

Folglich ist die Arbeitsaufiiahme und Abgabe der Schwungmasse 

A = 0,6614 ^V^^^ = ~ 473,7 ^. 

Werden z. B. 100 Pferdestärken bei 50 Touren geleistet, so ist die 
Aufnahme und Abgabe von Arbeit 

A = 473,7 • Z~ = 947,4 mkg, 

wobei die Gröfse des Schwungrades, die der Schwankung 
u. s. w. ganz gleichgültig ist. 

436) Ein leichtverständliches Diagramm für die Geschwindigkeits- 
verhältnisse des Schwungrades erhält man, indem man durch einen 
Punkt ein Strahlenbüschel legt und auf jedem Strahle die der ent- 
sprechenden Kurbelstellung zugehörige Geschwindigkeit aufträgt. Die 
Endpunkte geben die verlangte Diagrammkurve. 

UolzmUller, lugonicur- Mathematik. I. 2*J 
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X. Anhang. 



Durch ein anderes Diagramm (Fig. 287) läTst sieb Teransohaulicheti, 
wie sich die Verhältnisse der Schwungradarbeit gestatten, wenn nicht 
von der YoUdruckmaschine, sondern von der ExpansionBmaschine die 
Rede ist, möge nun das Mariottesche Dii^p-anun, oder das adia- 
bitische für Druckluft oder Dämpfe, oder endlich ein beliebiges 
Indikatordiagramm zu Grunde gelegt werden. 




In Figur 'JHl ist der Fall des Mariottescfaen Diagramms und der 
der Volldruckmaecbine zugleich behandelt. 

Als Expansionsdiagramm ist dasjenige filr -^ FUllung gewählt, 
so daTs SN ^ -7 ^^, ^^ = y ^-^ ist und das Diagramm von einer 
gleichseitigen Hyperbel begrenzt wird. TU ist die Grundlinie, A^J^ 
die atmosphäriHche Linie des Diagramms. Die schraffierte Fläche gieht 
also den Überdruck an. Die Uberdruckshöhe ÄiA ist halb so grofs, 
wie die Grundlinie des Diagramms gezeichnet worden, was bei der 
Willkürlichkeit des MaTsstabes der Allgemeinheit keinen Eintrag thut. 
Ebenso grofs ist der Kadius des Kurbelkreises, ton dem nur die 
Hälfte gezeichnet zu werden braucht. 

Der Halbkreis ist durch die Punkt« B, C, D, E, F, G, H in acht 
gleiche Teile geteilt. Kecht-t davon ist über der Geraden AJ^^rx, 
die in der8ell)en Weise eingeteilt ist, durch Horizontalprojektion der 
Kreispunktc auf die entsprechenden Lote die zugehörige Sinuslinie 
kinii^tniiert. Diese bedeutet das auf die Peripherie übertragene 
yVrbeitsdiagramm bei der Volldruckarbeit. 

Angfiiommon Xl' sei die Horizontale, ftlr die AJYX gleich der 
Fläche der Sinuskurve ist, d. h. also AX^ -r, so würde die Flache 
VEW gleich der Summe der Flächen AXV und JYW sein. Das 
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Schwungrad würde also in der Überschufsperiode die durch VL^ 
dargestellte Arbeit aufnehmen und in der Verlustperiode ebensoviel 
abgeben. 

Handelt es sich dagegen um das Expansionsdiagramm ^ so ist 
folgendermafsen zu verfahren. Auf dem Radius MD des Kurbelkreises 
ist die Überdruckslinie D^L als ML abzutragen und der nun ge- 
fundene Endpunkt L ist auf das Lot D^D der Sinuslinie zu projizieren, 
was dort den Ryikt L giebt. Ebenso ist mit den übrigen Radien 
des Kurbelkreise^m verfahren. Die neue Diagrammkurve für die 
Kurbelperipherie ist also von A bis K die vorige Sinuskurve, von 
dort ab aber tritt der Expansion entsprechend die Kurve KLNOFQJ 
für diese ein. Die schraffierte Fläche des neuen Diagramms ist, da 
bei der Anwendung des Hebelgesetzes die Momente und die Arbeiten 
sich nicht ändern, gleich der des Expansionsdiagranmis. 

Berechnet man die letztere theoretisch oder mit Hülfe des 
Polarplanimeters, so findet man durch Multiplikation der Fläche mit 

— die Höhe AX^y die das^ Rechteck AJY^X^ der Diagrammfläche 

gleich macht. Jetzt giebt die Fläche V^W^K = AX^V^ + JY^ W^ 
die Arbeit an, welche das Schwungrad in der Überschuf s- und Ver- 
lustperiode aufzunehmen bezw. abzugeben hat. 

Während bei der Volldruckarbeit die Verlängerung von XY den 
Kurbelkreis in den Punkten schneidet, wo das Moment der Kraft 
gleich dem der Last ist und zugleich das Minimum und Maximum 
der Winkelgeschwindigkeit stattfinden, hat man jetzt X^ Y^ bis zu 
den Schnitten mit dem Kreise zu verlängern, um den Minimal- und 
Maximalpunkt (aber nicht den der Momentengleichheit zwischen 
Kraft und Last) zu finden. 

Ist A die Überschufsarbeit, so hat man für diese Geschwindig- 
keiten die Gleichung 

Fügt man noch die Geschwindigkeit der mittleren Arbeitswucht 
des Rades als -ö* ein (d. h. das Mittel der Grenzwerte), so geschieht 
dies durch die Gleichung 



Aus diesen Gleichungen folgt 



340 X. Anhang'. Die Schwungrad theorie. 

Will man die Wirkung der Voreinströmung des Gegendampfes 
berücksichtigen y so hat man dessen Überdrucklini^n am Ende des 
Expansionsdiagramms von dessen Drucklinien abzuziehen, was stellen- 
weise auch Negatives geben kann. 

In entsprechender Weise ist mit dem adiabatischen Diagramm 
für Druckluft, Heifsluft oder Dämpfe zu verfahren. 

Will man für die Kurbelbewegung nicht die Sinusversus-Be- 
wegung als mafsgebend annehmen, sondern die verschiedenen Lagen der 
Pleuelstange berücksichtigen, so hat man von der durch die Kolben- 
stange übertragenen Druckkraft die in der Richtung der Pleuelstange 
liegende Komponente zu bilden und von dieser die Tangentialkomponente 
zu bilden, die dann im Diagramm der Sinuslinie als Lot abzutragen ist. 

So gewinnt man genaue graphische Darstellungen für die Arbeits- 
vorgänge am Schwungrade, während der exakten rechnerischen Durch- 
führung unüberwindliche Integrationsschwierigkeiten im Wege stehen, 
die nur durch Näherungsrechnungen umgangen werden können. 

Die Behandlung der FäUe der Zweicylinder- und Dreicylinder- 
maschinen soll dem Leser überlassen bleiben. Der rechnerische und 
der graphische Weg schliefsen sich dem fiir einfache Maschinen ge- 
gebenen genau an. 



